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INFINIMENT PETITS, 
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dans toute Ton étendue-, 
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DISCOURS 

PRÉLIMINAIRE, 

SERVANT 

DE SUPPLEMENT 

yf /æ Préface qui ejî à la tête de l'Analyfe des Infiniment 
Petits de M. le Marquis de l’Hôpital. 

L y a bien des années que l’Ana- 
lyfe des Infiniment Petits de M. le 
Marquis de l Hôpital, attcn- 
doic une fécondé Partie pour rem- 
plir fon titre, & former un Ouvra- 
ge complet. Cec illuftre tuteur 
dans l’ingénieufe Pré/aie de cette Analyfe, nous ap- 
prend qu'il avoit eû deflein de compefer cette ie- 
conde Partie qui concerne le Calcul intégral -, mais 
qu’il avoir ce(Té d'y penfcr, depuis que le célébré 
M. Leibnis lui avoir fait fçayoir qu’il comptoic don- 
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iv DISCOURS 

ncr ce morceau dans un Ouvrage qu’il méditoit fur 

la fcience de l'Infini. 

M. Leibnis promettoit volontiers des Ouvrages. 

Il avoit allez de facilité de génie pour en concevoir 
l'idée, &pour en former même , comme d’un pre- 
mier coup] d’œil , tout le plan général dans fa tc- 
te. C’eft dommage qu’il n’ait eu letems d’en exé- 
cuter peut-être aucun hors fa Tbeodicée qui n’eft pas 
ce qu’il pouvoit faire de mieux. Mais , fans parler 
des autres projets de M. Leibnis , on peut douter fi 
celui dont il s’agit ici , étoit mur pour le tems au- 
quel il le promettoit, & où M. de l’Hôpital avoit 
voulu l’entreprendre. 

Le Calcul différentiel étoit facile à éclaircir, ou mê- 
me afTez éclairci dès ce tcms-là. Il ne contient en foi 
aucune vraye difficulté. Il eft comme linéaire & du 
premier ordre des Problèmes t n’atteignant qu’aux pre- 
mières affections extérieures linéaires des Courbes, aux 
tangentes , fous-tangentes , perpendiculaires , fous- 
perpendiculaires, diamètres, axes, afymptotcs, déve- 
lopées, points fimples ou doubles, de courbure, d’in- 
flexion , de reflexion , en un mot , aux modifications des 
circonférences extérieures. Ce calcul même eft abfolu- 
ment fini , les Infiniment Petits s’y détruifant à caufe 
de l’expreffion relative ôc fractionnaire dx : dy qui . 
eft une grandeur finie. 

Le principe très-fimple de ce calcul va à tout, & 
fa réglé unique n’a point d’exception , & n’eft arrêcée 
dans la différentiation , ni par les fractions , ni par les 
• complexes , ni par les radicaux. D’ailleurs divers 
Auteurs, particulièrement MM. Bernoulli avoient 
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PRELIMINAIRE. v 

fuffifâment remanié cette partie , qui étoit à propre- 
ment parler la partie de M. Lcibnis , fans oublier M. 
de Fermât , premier calculateur des Infiniment Vêtit s , la 
partie , en un mot , des François , des Allemands , 
& de tout le continent de l'Europe. 

Mais le Calcul intégral , dont la difficulté monte au 
fécond degré des Problèmes, aux quadratures, aux recti- 
fications , aux cubatures , à caule de Ton expreffion 
radicalement infinitefimalejyi* ou & c. étoitcomme 
la partie propre de M. Newton , & de cette nation cé- 
lébré qui femble former elle feule un continent à 
part dans le monde littéraire > comme dans le mon- 
de géographique , &: peut-être auffi dans le civil 
dans le politique, _ . . - 

Ce n’eft pas qu’il n’eut tranfpiré quelque lueur 
de ce calcul réciproque des fluxions. M M. Leibnis , 
Bernoulli , de l’Hôpital pouvoient bien , fans le fe- 
cours d aucun autre , en avoir faifi les premières opé- 
rations , & pour le moins la réglé inverfe du retour 
d’une différentielle à fon intégrale. Mais le grand 
Newton gardoit bien des chofes in petto , comme le 
difoit M. Leibnis à propos d’autre chofe. Ce que ce 
profond Géomètre en avoir déjà donné au public 
étoit peu acceffible. A peine avoit-on bien l’idée de 
ce qu’on qualifioit fans celTe de nouvelles Méthodes , 
de fcience de l’Infini , de Calcul infinitefimal , de Géomé- 
trie intérieure. 

Ce ne furent guéres que les diiputes élevées il y a 
environ 10 années entre MM. Leibnis & Newton, 
& prefqu’entre les deux continens Rivaux, qui nous 
valurent la notion précife & déformais immuable , 
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des nouveaux calculs. Il fallut que le grand Newton 
parlât lui -même pour nous dire que fa Méthode 
avoit inféparablement deux branches , dont la Mé- 
thode de M. Leibnis , qui en convint , étoit fous le 
nom d ‘Analyfe des Infiniment Petits , la moins confx- 
derablc , & dont ['Analyfe des Sériés étoit l’autre gran- 
de moitié. 

Et cela eft tout d’un coup évident pour quicon- 
que fçait que le calcul intégral même ne va pas 
fans le fecours de ces Sériés, & que la plupart des 
quadratures & des Problèmes du fécond ordre, envelo- 
pant des radicaux complexes , il faut, avant que de 
leur appliquer aucune réglé d'intégration ou de refo- 
lution , les développer en Sériés infinies. 

C’étoit donc aux Anglois d'cxccuter la fécondé 
Partie de l'Ouvrage de M. de l’Hôpital , & c’cft pré- 
cifément ce que vient de faire le merveilleux M. 
Stone , dans l’Ouvrage dont on donne ici la tradu- 
ction. Cet Auteur, l'admiration de l’Angleterre mê- 
me, commence d'être connuen France par l’Extrait 
que les Mémoires de Trévoux donnèrent de fon Li- 
vre en 1731 , Janvier , page ioj > & par la Lettte 
de M. le Chevalier de R. au P. C. inférée à la page x 09 
de ces Mémoires à la fuite de l’Extrait. 

Comme c’eft cette Lettre & cet Extrait qui ont 
fait fouhaiter au public la Traduction de l’Ouvrage 
Anglois ,& que l’Hiftoire de M. Stone eft fingu- 
liere , on rapportera ici la Lettre de M. de R. telle 
quelle a paru dans les Mémoires cités. 
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Lettre de M. le Chev. de Ramfay Membre de U Société 
Royale d'Angleterre , au P. Cafiel Membre de U 
* même Société. 


» Le véritable genie furmonte tous les defavan- 
» tage delà fortune, de la naiflance , de leduca- 
» tion ; M. Stone en eft un rare exemple : né fils du 
» Jardinier du Duc d’Argyle y i\ parvint à l’âge de i 8 
*• ans, fans fçavoir lire ; Ion pere ne fçavoit pas lui 
» apprendre Ion métier de cette maniéré élevée , 

« qui rend le jardinage & l’agriculture une partie 
» très-utile & très-noble de la Cofmographie & de la ' 
~ Phyfique. * . - 

» Par hazard , un domeftique ayant appris au 
« jeune Stone les lettres de l'Alphabet, il n’en fallut 
» pas davantage pour faire éclore fon génie & pour 
» le développer. Il s’appliqua lui-même , il étudia , 

» il parvint aux connoifTances de la plus fublime 
» Géométrie •, & du calcul , fans maître , fans con- 
» duéteur , fans autre guide que le pur génie. 

” A l'âge de 18 ans il avoic fait tous ces progrès 
» fans être connu , & fans cdnnoître lui-même les 
» prodiges qui fè pafToient en lui. 

» Mylord Duc d'Argyle , qui joint à toutes les 
» vertus militaires , & â tous les fentimens d’un He- 
” ros , une connoifTance univerfêlle de tout ce qui 
" peut orner & perfectionner l’efprit d’un homme de 
» fon rang , fe promenant un jour dans fon jardin, 

» vit fur l’herbe le fameux Livre du Chevalier Nevv- 
» ton en Latin. Il appella quelqu’un pour le ram aC- 
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» 1er & le reporter dans fa Bibliocheque. 

» Le jeune Jardinier lui dit que ce Livre lui ap- 
•> partenoit : A vous , répondit le Mylord ? Entendez- 
» vous la Géométrie ,. le Latia , M. Newton ? J'entends 
» un peu de tout cela, répliqua Stone avec un air de 
» (implicite fondé fur l’ignorance profonde de fes 
r propres talcns, & de l’excès de fon fçavoir. 

» Mylord Duc fut très-furpris : mais comme il a 
» le goût des fciences , il daigna entrer en conver- 
» fation avec le nouveau Géomètre : il lui fit plu- 
» (leurs queftions, & demeura étonné de la force > 
» de la juftefle , & de la candeur de fes réponlès. 

>* Mais comment, dit le Mylord , is tu parvenu d 
» toutes ces connoiffances ? L’autre répond .• TJn dome- 
» mejiique m'apprit , il y a dix ans , à lire : A t-on befoin 
•> de fpavoir autre ebofe que les 14 letttres pour apprendre 
* tout ce que l’on veut i La curiofité du Duc redouble ; 
» il foupçonneque les démarches de ce génie mer- 
>» veilleux étoient encore plus furprenantes que fes 
» progrès ; il s’afleoit (iir un banc, 6» lui demande 
» le détail de tout ce qu’il a fait pour devenir ha- 
" bile. 

J appris d'abord à lire , dit Stone , les Maffons tra- 
« vailloient alors d votre maifon : je m’approchai deux un 
» jour , iy je vis que l’ Architecte ufoit d une réglé , d'un 
» compas , qu'il calculoit. Je demandai ce qu'il faifoit- 
» ld , a quoi tout cela étoit bon s fo- je compris qu'il 
«j avoit une feience que l'on appelloit Arithmétique s j' a- 
» clottai un Livre d' Arithmétique , fo-je l'appris. 

» On mi avoit dit qu’il y en avoit une autre appellte Géo- 
» rntrie : j'achetai des Livres , <fy-j appris la Géométrie. 

" V J e 
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» Je vis à force de lire qu'il y avait de beaux Livres Jur 
« ces deux fciences en Latin : J' achetai un Diclionaire , 
n j appris le Latin. J’appris aujft qu'il y avoit de beaux Li- 
»> vres de même efpéce en François : J'achetai un DiSlio- 
>> naire , j’appris le François. V oild , Monfeigneur , 
>■ tout ce que j'ai fait , il me feYnble quon peut tout ap- 
>* prendre quand on fçait les vingt - quatre lettres de 
« /’ Alphabet. 

» Ce récit charma Mylord Duc. Il tira ce ge- 
» nie merveilleux de l’obfcurité ; & il le pourvue 
» d'un emploi qui lui laide tout le tems de s’appli- 
» quer aux Sciences. Il découvrit en lui le même 
» génie pour la Mufique , pour la Peinture , pour 
» l’ Architecture , pour toutes les fciences qui dépen- 
» dent du calcul ôc des proportions. 

» J’ai vu le fieur Stone. C’eft un homme d’une 
» fimplicité admirable. Il fçait à préfent qu’il fçait: 
.. mais il n’en eft pas enflé. Il eftpofledé d’un amour 
» pur & définrerefle pour la Géométrie. Il ne fe fou- 
» cie pas de pafler pour Géomètre. Le bel efprit ôc 
» la vanité n’ont aucune part aux travaux infinisqu’il 
« fubit pour exceller dans ce genre. Il méprife auifi 
« la fortune, &c m’a follicité vingt fois de prier My- 
» lord de lui donner un moindre emploi , qui ne 
» valloit que la moitié de celui qu’il a , afin d’être 
» plus folitaire , & moins diflrait de fes études fa- 
vorites. Il découvre quelquefois, par des métho- 
» des qui lui font propres , les mêmes vérités que 
» d’autres ont déjà trouvées. Il efl: charmé devoir 
» qu’il n’en ell pas l’inventeur, Se que les hommes 
» ont fait plus de progrès qu’il ne croioit. Loin de- 
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.» tre plagiaire , il attribué les folutions ingénieufes 

» & admirables, qu’il donne de certains problèmes, 

« aux indices qu’il en trouve dans les autres , quoi- 
« qu’elles n’en découlent’ que par des conféquences 
» fort éloignées , ôte. >» 

Sur cet expofé auflî naïf qu’élégant , on peut croi- 
re que l’illuftre Auteur de l’Analyfe des Infiniment 
Petits , ne dedaigneroit pas d’avoir pour continua- 
teur de fon Ouvrage , au défaut de M. Lcibnis, un 
Géomètre du genie & de la capacité de M. Stone , 
qui a d’autant mieux rempli le plan général de l’Ou- 
vrage , & les premières vues de l’Auteur , qu’il n’a 
pas été plus que lui fer vilement Géomètre, & hom- 
me d’une feule étude ëc d’une fcience unique. 

Car, fi toutes leslcienccs ie tiennent par la main , 
Ôt ont befoin les unes des autres pour fe perfeéVio- 
ner ôt fe développer , la Géométrie plus que toute 
autre , efi: une fcience féche & roide, qui ne fe ma- 
nie point elle-même, & ne fçauroit fe retourner fans 
le fecours d’un peu de Littérature, de Logique , & 
même de Rhétorique , qui efl: une Logique ornée. 
Comment parler Géométrie, en effet , fi on nefçait 
pas parler ? Et comment écrire fur quoique ce foit, 
fi on ne fçait pas écrire ? 

Le Calcul eft une belle ôc bonne chofe fans doute , 
& il a fallu autant de genie pour l’inventer ôt pour 
Je perfeétioner , que pour aucune autre partie de la 
Géométrie. C’eft une partie de la Géométrie en ef- 
fet , & une troifiéme partie : Car cette fcience en a 
trois biende’cidées, calcul, analogie Scmcfure dont 
les deux premières font un moyen pour arriver à la 
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troifiéme. Le calcul e(L une partie utile , necelTaire, 
indilpenfable même , au moins dans la prati^he. 
Dans la théorie même il abrégé l’expreflion des pen- 
lées , il en donne les refultats : il foulage fur-tout la 
mémoire & le génie. C’eft même une lorte de mé- 
moire locale j 6c un fupplément de génie. 

Et par-là même il eft admirable pour les corn- 
mençans, qui ne font pas encore capables d’une forte 
attention , 6c peut, étant bien ménagé , beaucoup 
contribuer à leur donner cette attention , & à lesac- 
coutumer à penfer. Il eft peu d’efprits novices par 
exemple , qui fans calcul puilTent franchir le fécond 
« Livre d’Euclide , ou même la 47 e propofition de 

fon premier Livre , &: avec ce lecours c’eft tout ce 
qu’Euclide à de plus facile. 

Le calcul eft bon pour toutes les extrémités d’ef- 
prits 6c de génies. Il fait des merveilles entre les 
mains d’un genie inventeur qui travaille de tête, & 
qui embraflànt plufieurs idées en même-tems , eft 
loulagé d’en confier quelques-unes à des fymboles 
abrégés 6c inarticulés qui ne lui difent mot , 6c de 
replier de moment en moment le fil d’un trop long 
raifonnement, en prenant les refultats 6c comme des 
lommcs ou des produits de fes opérations. 

En un mot, outre la pratique qui ne peut s'en 
palTer , le calcul eft necelfaire d tous ceux qui ne 
fçavent pas, ou qui ne peuvent pas ou qui ne veu- 
lent pas beaucoup penler. C’eft une efpece de ma- 
chine, ou de Cric géométrique qui etaye l’efpric» 
en lui donnant un point fixe qui lui aide à s’élever 
plus haut fans trop d'effort ni de contention. 

• b ij 
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Au ffi n'a t-on jamais douté que les Anciens, les 
Appollonius & les Archimedes n’euflfent leur Ana- 
Jyle & leur calcul, dont on trouve en effet chez eux 
quelques vertiges , & pour le moins les folides fon- 
demens dès le lecond Livre d'Euclide qui n’eft qu’un 
calcul enveloppé. Or ce n’eft pas pour honorer beau- 
coup les Anciens qu’on leur attribue du calcul. On 
croiroit au contraire les trop relever au-defTus de la 
rature humaine , que de les exempter de ce fe- 
cours. Plus on leur prête de connoiffance & d’ufage 
du calcul , plus on prétend leur dérober de force de 
génie. Ils étoient hommes fans doute comme les 
autres. * • 

Legrand avantage du calcul eft, lorfqu’on a fait 
une découverte , pour en faifir les branches , les re- 
fultats, les corollaires; pour en faire les applications, 
en détailler les divers cas ; pour la rendre fenfible par 
des exemples , en épuifer toutes les veines : pour 
l’élever même plus haut fans trop guinder le railon- 
nement , l’étendre fans verbiage, la géneraliler fans 
trop d’abftraélion. Et c’eft-là que les nouveaux cal- 
culs, l’Analyfe des Infiniment Petits, le calcul dif- 
férentiel de M. de l’Hôpital , le calcul intégral de 
M. Stone triomphent , brillent , & paroilfent dans 
tout leur beau. Soyons équitables , formons-nous 
des idées juftes de toutes chofes , & ne parlons de 
la Géométrie que fuivant les loix fcrupuleufes de la 
plus exaéte vérité. Mefurons , pefons , comptons , 
évaluons toutes choies au plus jufte. 

Lorlque par les conditions heureufement combi- 
nées d’un problème élevé , on a conftaté la nature 
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Géométrique d’une courbe , 8c que l'Analyfe Carte- 
fienne venant au fecours d’un génie épuifé par un 
effort de raifonnement 8c d’invention , en a renfer- 
mé les propriétés caraCteriftiques dansuncéquation, 
on achève par les formules du calcul différentiel 
d’en déterminer £ l’aide des fous-rangentes 8c des 
fous-perpendiculaires tous les points de contour , 
les inflexions, les nœuds, les plis 8c les replis les plus 
tortueux, l’excenflon en un mot & le développement 
entier; 5c tout de fuite on quarre, on cube , on re- 
ctifie, on mefurepar le calcul intégral, 8c on épuifè 
la mine ouverte par le génie. 

Car , après avoir rendu de bonne foi au calcul la 
juftice qui lui eft dûë , la même équité, la même 
bonne roi , le même efprit de vérité Géométrique 
exige qu’on reconnoiffe, que c’cft le génie enfin qui 
dans tout genre de fciences 8c d’opérations d’efprir, 
fait les découvertes 5c les perfectionne : 8c que c’eft 
outrer les chofês, faire tort à fon jugement, impofer 
à celui des autres, fermer la porte aux découvertes, 
8c nuire infiniment au progrès de la fcience , que de 
donner le fupplémenr du génie pour le génie mê* 
me, le moyen pour la fin, 5c la troifiéme partie de la 
Géométrie pour le corps complet de la Géométrie, 
comme on ne l’a que trop fait dans ce dernier fiecle. 

Il eft vrai que le calcul y a pris de merveilleux 
accroiflêmens , 5c y eft monté peut être aufli haut 
qu’il puiffe aller : ce qu’on ne peut pas dire de la 
Géométrie en général qui eft infinie dans fon éten- 
due, au lieu que ces progrès mêmes du calcul, prou- 
vent qu’il a comme atteint Ce s dernieres bornes. 
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Plufieurs circonftanccs ont contribué au grand 
éclat des nouveaux calculs » & à l’elpcce d’ébloüifié- 
ment qui a fai fi les Géomètres en leur faveur : leur 
grande perfection n’a peut-être pas cependant été la 
principale caufe de cette efpec^d’entoufiafme ou 
d’extale. Le calcul s etoit perfectionné comme touc 
le relie , fucceflivcment, lentement , de proche en 
proche, & par plufieurs mains. 

Les Anciens en avoient pofé les fondemens Géo- 
métriques. Diophante & les Commentateurs, fùr-tout 
le célébré Bachet de MezJriac l’avoient développé de 
Géométrique en Arithmétique , Sc d’Arithmetique 
en Algébrique , avec quelques femences d’Analyfe. 
Mais Viete avoit pouflc beaucoup plus loin l’Ana- 
lyfe donc il eft comme l'Auteur : & tout de fuite 
Harriot, Ougtred , Defcartes plus que tout autre , 
l’avoieut monté à la grande Analylê qui ne pût dé- 
formais monter plus haut fans devenir tout-à-faic 
tranlcendante. 

Mais à force de s’éloigner de Ion origine Géo- 
métrique , le calcul devenoit inutile pour la Géo- 
métrie , dégénérant en pures abftra&ions , en fubti- 
Jitcs, en pointilleries, en mylleres, en chymeres , 
en vifions; fi Delcartes par un traie de haute intelli- 
gence, fentant que toutes les extrémités fe touchent, 
& que la fin rappelle le commencement dans le fy- 
flême circulaire qui règne par tour , n’eût comme 
replié ce calcul Analytique fur lui-même pour le 
ramener au Géométrique d’où il étoic parti , & ne 
nous eût appris à appliquer l’Algebre à la Géo- 
métrie. 
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Ce fut ce replimenc important & ce retour du 
calcul à fon origine qui le mit en état de s’élever en- 
core plus haut ; & l'on pourroit prouver , que fans 
cela le calcul prenoit un train d'abftraétion qui ne 
l’eût fait aboutir qu’à une tranfcendance purement 
méthaphyfique , fans aucune utilité pour aucune 
fcience folidc. 

Mais en l’aflociant à la Géométrie on lui donna 
un contrepoids qui l’empêcha de s’évaporer s on le 
rendit vrai & réel ; & la tranfcendance où il s’éleva, 
ne le mit poinc hors des vrayes bornes de la Géomé- 
trie, elle le contint même dans celles de la plus fai- 
ne Phyfique , malgré l’infini qui devint fon ob- 
jet , &i même parce que l’infini devint fon objet. 

On fut redevable de cette tranfcendance à deux 
grands hommes, MM. Leibnis & Newton , un peu 
prévenus tous deux , celui-ci par fon Maître le célé- 
bré Barrow , celui-là par M. de Fermât , fans parler de 
M M. Wallis , Huguens , Bernoulli , Cbeyne , de l'Hôpital , 
Varignon , Stirling , Tfcbirnaus , fa-c. & divers autresqui 
les ont merveilleufement fécondés. Car voilà à peu- 
près l’Hiftoire abrégée de tout le calcul. 

Mais cette tranfcendance même, & le grand nom 
de Calcul lnfinitefimal qui ont confommé lebloififfe- 
ment , n’en ont pas cependant été la première ni la 
principale caufe. Ce fut d’abord Je grand éclat du 
lyftême Phyfique de Defcartcs qui , rejaillifiant fur 
fon Analyfe , qu’on auroit peut-être fans cela rai- 
fonnablemenr eftiméc , offufqua tous les yeux , & 
leur fit paroître le calcul AÎgebrique comme le 
grand complément de la Géométrie. 
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L’ombre que l’envie & l’ignorance avoient jettée 
fur la première ébauche du tableau de ce grand hom- 
me j ne fervirpas peu dans la fuite à le rehaufler.On 
commença par combattre cette Phyfique & cette 
Analyfe avec une efpece de fureur ; on les adopta 
bien - tôt avec une aveugle fuperftition , & après 
avoir comme exilé cet Auteur de fa Patrie & l’avoir 
forcé de mourir dans une Terre Etrangère , on, lui 
décerna des ftatuës. 

» Delcartes qui elt mort à Stokolm en Suede le 
« 1 1 Février i 6 j o , difoit le doEle Naudé pag. i z 5 , 
» du Naudceana , étoit un homme de mauvaife 
» mine , & qui n’avoit rien d’agréable. S’il a’iaifle 
»> quelque chofe à imprimer , ce fera M. Piques qui 
» en aura le foin : il avoir bien des vifions dans fa tête 
” qui font mortes aulfi-bien que lui. » 

Naudé , comme on voit , avoir aflez de mémoi- 
res pour y loger les fiecles paflës, car c’étoit un érudit 
dans les formes ; mais il avoic peu de cette faculté 
imaginatricc , qui prévoit les fiecles à venir. Quelques 
années plus tard , il auroit été Carcefien & demi. Il 
étoit de ces beaux efprits qui marchent les premiers 
avec aflurance à la tête des Anciens , & les derniers 
à la queue des Modernes. Delcartes même en mou- 
rant ne lui avoir pas ouvert les yeux , la faulTe feien- 
ce ayant droit feule de furvivre à l’envie. 

Au défaut de Naudé aflez d'autres embouchèrent 
la Trompette, & pour reparer , quoiqu’un peu tard , 
les excès de mépris & d’injuftice,dont on avoit ac- 
cueilli la perfonne même de Defcartes, on prodi- 
gua à fon nom les mêmes excès d’éloges & de défé- 
rence, 
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rence. C ’étoit peu de lui décerner des ftatuës : on 
fit main-baffe iur celles des anciens Philoiophes 8c 
des modernes qui en avoient mérité ou qui en mé- 
ritoienr,afin que la Tienne s'élevât audelTus de tout, 
& que rien ne partageât fa gloire. 

Et, comme félon l'oracle , à celui qui a on don- 
ne ce qu'il n’a pas , & qu’à celui qui n'a pas on ôte 
même ce qu’il a , on ne crut pas après avoir placé 
Defcartes au-dcfliis d 'Ariftotey devoir l’abaifler au ni- 
veau d’Arcbimede , & fa prééminence dans la Philo- 
fophie décida de celle dans les Mathématiques. L’é- 
bloüiflfementétoit tel,que les eiprits les plus modérés 
& les plus équitables étoient comme entraînés par 
le torrent , & forcés , par un principe même de droi- 
ture , d’cnccnfer l’Idole du necle. 

Les Anciens font pourtant de grands hommes, 
difoit une perfonne que fa naiiTance doit rendre 
exempte de tout foupçon de baflefle à cet égard , 
mais que le préjugé commun dominoit; les Anciens 
font des hommes admirables , mais admirables par 
ce feul endroit que , quoique n dife Viete , ils ne fe font 
f oint égarés. Car du refte , » ils n’ont pas été loin , & 

*> ils ont marché par de longs circuits .... Ils n’onc 
>* touché qu'à fort peu de courbes , ils n’y ont même 

» touché que légèrement Ce ne font par tout que 

» propofitions particulières & fans ordre, qui ne font 
” appercevoir aucune méthode reguliere 8c fuivie. - 
Voilà pour les Anciens. 

Pour ce qui cft des Géomètres du moyen âge , 
depuis le renouvellement des Iciences jufqu’à Def- 
cartes , on voit afTez que tout ce qu’ils ont pu faire 
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pour enchaîner les Ceclesancicnsavec les modernes, 
& mettre ceux-ci par le moyen de ceux-là en état 
d’aller plus loin , a été de reprendre la première tra- 
me, de fouiller dans les bibliothèques, de deterrer 
des lambeaux de manuferits , de les déchifrer,de 
les confronter , de les corriger les uns parles autres , 
de les fuppléer , de les éclaircir > de les traduire , de 
les commenter , de les imprimer. 

Tout cela a-t-il pu même s’exécuter fans beaucoup 
de génie , & fins enfanter de vrayes & de grandes 
découvertes , dont l’Imprimerie , les taches du So- 
leil , les lunettes , &c. pouvoient immortalifer ces 
Cédés laborieux & bien-faifans auprès des beaux Ef- 
prits, autant qu’auprès des honnêtes gens qui font 
touchés du bien public fr 

N’en jugeàt-on même que par un certain reful- 
tat de renommée , les Mathématiques ne doivent- 
elles rien aux G alliées , aux Torricellis , aux Keplers , 
aux Cavallieris , aux Scheiners , aux Gui dm s, aux Clavius, 
aux Midorges , aux Gregoires de faint Vincent , aux Sa- 
rajjas , aux Lalouberes , aux Wallis , & c. pour ne dai- 
gner pas même en dire un mot de mépris dans une 
Hiftoirc des découvertes ? 

Ils n’ont fans doute rien fait pour le calcul , &Ie 
calcul fait tout déformais en Mathématique. Tous 
ces Auteurs font de grands hommes en bloc, & fans 
doute d'aujft grands hommes que les Anciens , mais qui en 
font tous demeures-là 3 là où les anciens en étoient de- 
meutésjparceque » par une admiration fuperftitieuie 
« pour leurs ouvrages , ils fe font contentés de les 
» lire & de les commenter , fans fe permettre d’au- 
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« tre ufage de leurs lumières que ce qu'il en falloir 
»» pour les fuivre , fans commettre le crime de pen- 
» fer quelques fois par eux-mêmes , &c de porter 
•> leur vûë aux delà de ce que les Anciens avoient dé- 
» couvert. Ainfi bien des gens travaillent , ils écri- 
•> voient , les Livres fe mulriplioient , & cependant 
» rien n’avançoit. Tous les travaux de plufieurs fie- 
» clés n’ont abouti qu’à remplir le monde de refpe- 
» étueux Commentaires , & de tradu&ions répétées 
•' d’originaux fouvent allez méprifables. » 

Et voilà les débris fur lefquels s eleve enfin la fta- 
tuë du grand Defcartes, avec cette infeription épi- 
phonematique. Alors on ouvrit les yeux, l'on s'avifa 

de penfer : Ce qui atteint prefqu’au filuit terra. Car 
en bon François cela veut dire, qu’avant Defcartes 
les hommes , hommes Romains, hommes Grecs , 
les Ariftotes , les Platons fans difficulté ; mais les Ci- 
cerons , mais les Vtrgiles, mais les Homeres , mais les 
Demofibenes, &c. ne s’avifôient pas d’être hommes , 
hommes raifonnables , ni prefquc d’être animaux. 
Car les animaux ont des yeux, & malgré l 'Automa- 
tifme Cartefien, s’avifent quelques fois de les ouvrir, 
pour faire au moins femblant de voir. 

Mais après Defcartes , permis à chacun d’avoir 
des yeux &c d’en ufer , pour tourner toute la Géomé- 
trie en calcul comme toute la Phyfîque en Hypo- 
thefes : & , comme ceux qui mirent la main à ce 
calcul étoient vivans & afiez vifs fur leurs préten- 
tions, on vit les découvertes fe multiplier & les in- 
venteurs jouir de leur» droits : c’étoic le fiecle des 

découvertes , tout le monde étoit admis à en faire. 

* • • 

Clj 
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Car les Anciens n’avoient enfanté que de ferviles 
copiftes , & Defcartes n’enfanta que de fublimes in- 
venteurs. 

On confentit même à trouver en leur faveur des 
défauts dans le calcul de Defcartes. Mais au défaut de 
ce calcul de Defcartes , efi furvenu celui du célébré M. de 
Ltibnis : lequel au refte fut afTez peu ébloui lui-mê- 
me comme on verra dans la fuite & alTez admira- 
teur de la Géométrie ancienne, pour rendre juftice 
à plufieurs de les prédecefleurs : Car M M. Bernoulli 
ont été les premiers qui fe font apperçûs de la beauté de ce 
calcul. Et M. Newton trouve dans cet éloge une 
place donc on feroit curieux de Içavoir s’il en fut 
fort touché , parce que , dit-on , fon excellent Livre in- 
titulé : Philofophite naturjslit principia Mathematica , ejl 
prefque tout de ce calcul. 

La raifon de douter Ci M. Newton agréa cet élo- 
ge, eft que les Anglois , quoiqu’ils foient peut-être 
les plus forts calculateurs de l’Europe , & que M. 
Newton foit un autre pere du calcul, très-compara- 
ble à Defcartes ; ces profonds Géomètres n’ont pour- 
tant jamais eftimé ce calcul que ce qu’il vaut , ja- 
mais ils ne l’ont élevé au-deflus de la méthode an- 
cienne, & M. Newton en particulier en a parlé avec 
alTez de mépris , jufqu’à le traiter de fuppïémentde 
génie , de reiïource même de petit génie : & il s’en 
eft très-peu & prelque point fervi dans ce Livre , 
d’autant plus admirable des principes de la Philofo- 
phie , qu’on n'avoit point lu fans doute lorlqu’on 
a avancé qu’il étoit tout de ce* aïeul. 

Cçla eft fi inconteftablemenc vrai , que ce Livre 
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ayant en tout j i o pages de la première édition , ce 
n’cft qu’au milieu & à la 150 e page qu’on trouve le 
fameux Lemme Data fluente , &c. qui contient le 
principe immédiat du calcul foit direCt , foit réci- 
proque des fluxions ; & qu’encore ce principe eft là 
plutôt géométriquement démontré qu’analyrique- 
menc déduit ; &que dans la fuite l’Auteur n'en fait 
prelqu'aucun ufage analytique , & qu’il procédé 
uniquement félon l’ancienne maniéré d'Euclide , d'Appol- 
lonius y d’Archimède , qui eft la feule vraiment Géo- 
métrique, la feule raifonnée , & démonftrativc , la 
feule qui fente legenie & qui parle à l’efprit. 

Prenons bien garde : autre chofe eft inventer le . 
calcul , perfectionner le calcul , donner les principes 
du calcul : autre chofe, ufer du calcul, calculer. Ufer 
du calcul , calculer fuppolê une connoiflance , une 
théorie préliminaire du calcul. Ce n’eft pas par le cal- 
cul qu’on invente ni qu’on perfectionne le calcul : 
L’ufage du calcul ne peut en donner que la routine, 
& à la longue peut-être mettre l’efpric en voye d’en 
penetrer les principes. C’eft le génie , la médita- 
tion , le raifonnement qui inventent le calcul com- 
me tout le refte. 

Et fuivant cela Defcartes eft admirable, non pas 
précifcment pour nous avoir donné du calcul, mais 
pour l’avoir inventé ou enrichi • de les découver- 
tes, & fur-tout*pour en avoir réduit en art l’applica- 
tion à la Géométrie. Mais ces découvertes il pouvoic 
abfolumcnt nous les donner fans tant de calcul, fi 
fon but n’avoit pas été de nous donner en effet la 
maniéré de calculer, & comme la perfbnne même 
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du calcul ; la perfonne , dis-je , ou le corps meme 

du calcul plutôt que refpric. 

Car il eft affez fingulier que les Géomètres an- 
ciens nous ayant conftament donné l’efprit du cal- 
cul , fes principes , fa pure théorie démonflrative 
plutôt que fon corps. Ton ufage, fes réglés ; Defcar- 
tes ait pris tout le contrepied , ôc ait affeété d’en 
donner les réglés , les refultats , les applications (ans 
prefqu’aucune théorie ni démonftration. Les Géo- 
mètres rigides du rems blâmèrent fort cette métho- 
de dans le fond peu géométrique , & qui alloit plu- 
tôt à la gloire de l'Auteur qu’à l’inftruéfion du pu- 
blic : On accufa Defcartes d’avoir uniquement vou- 
lu par-là fe rendre admirable. On l’exeufe cependant 
fur ce qu’il ne vouloit pas faire un Livre trop long , 
& fur ce qu’il prétendoit fe vanger parce petit arti- 
fice de fes critiques importuns, en leur donnant des 
énigmes à déchiffrer. Il y réufllt au-delà de fes efpe- 
rances. 

Pour revenir à M. Newton , fon Livre des Prin- 
cipes ne contient guere non plus que l’efprit & les 
femences du calcul , & s’il nous en a donné ailleurs 
quelques morceaux , ce font de petits traités qu’il 
n’a même vraifemblablcment faits, que pourfe con- 
former , contre fa propre inclination , au goût ré- 
gnant. Il voyoic que le calcul avoit tout à fait pris 
le deffus , qu’on n’étoit déformais imputé Géomè- 
tre qu’à ce titre, qu’on ne l’avoic aflbcié lui-même 
auxGéometres modernes que lur ce pied & en fup- 
pofant que fon Livre était tout de calcul ; qu’il étoic 
fur le point de fè voir enlever toute fa gloire par M. 


Digitized by Google 


PRELIMINAIRE. xxiij 
Leibnis , qui s’étoic lui-même tout à fait livré au 
calcul , en voyant Tes premiers eflais mieux accueil- 
lis qu’il ne l’avoic prévu. M. Newton fe prêta donc 
au calcul. 

Et alors la Géométrie ne fut plus qu'un reffafTe- 
ment de lettres & de fymboles , de tables & de for- 
mules, de tarifs , en un mot, & dt comptes faits. On 
auroit pris le cabinet d’un Géomètre pour un Bureau 
de Finance , ou pour un Comptoir de Commerce. 
Encore fi c’eût été un vrai commerce ou une bonne 
finance , la réalité d’un calcul effeétif dédommage- 
roit le cœur de l’humiliation de l’efprit. 

Mais avec les aridités &les épines d’une Algèbre 
triplement indéchifrable, on fe trou voie encore con- 
damné au ridicule emploi de calculer éternellement 
à faux ou à vuide , d’accumuler lettres fur chiffres , 
fymboles fur lignes fans aboutir de la vie à aucun 
vrairefultat, dont on pût joiiir : quoiqu'il paroifle 
auffi effentiel à un Calculateur de profeflion de dire : 
Je calcule y donc j'ai ; qu’à un homme vivant de dire : 
Je penfe , donc je fuis. 

On peutcomparer le calcul dans la Géométrie aux 
troupes auxiliaires dans Jes armées Romaines. Tan- 
dis que ces troupes ne furent qu’auxiliaires & le tiers 
tout au plus d’une légion , Rome s’agrandit & con- 
quit l’Univers. Mais la pareffe gagna les légions 
avec les richefTes des nations : on dépofa donc le 
cafque , la cuiraffe & le courage : & les troupes étran- 
gères & barbares , les Huns , les Gots , les Vifigots, 
les Arabes fous le nom d’auxiliaires , gagnèrent les 
armées , les remplirent , les anéantirent ; & le tiers 


xxiv DISCOURS 

devenant le tout , le tout fut réduit à rien , & il n’y 
eut plus enfin d’Empire Romain. 

C’eft le train que prend la Géométrie depuis 
qu'elle eft métamorphofée en calcul Arabe & pref- 
que Oftrogot, & que le tiers y eft devenu auifi le 
tout. La tête prefque délivrée du foin de penfer , 
devient parefieufe f & l’efprit laifife aller les doits : 
on fie repofe de tout fur des formules : on Ce conten- 
te de démonftrations à pofieriori, qui ne font juger du 
vrai des chofes que par levenement , & non par le 
principe intérieur & par l’idée. Exige-t-on même 
des démonftrations d’aucune elpece ? 

Au défaut de l’évidence on le paye fort bien de 
la certitude, comme le Quinze-vingt qui fubftituë le 
toucher au coup d’œil, mais malgré lui. La certitude 
eft même remplacée par l’induttion , c’cft-à-dire , 
encore le toucher précis par un tâtonnement vague. 
Les exemples fervent de preuves , l’explication de 
raifonnement. Les principes les plus fondamentaux 
pafTent de bouche en bouche , & de Livre en Li- 
vre par fimple voye de tradition. 

Ainfi, loin que Defcartes ait été l’époque , au 
moins en Géométrie, de l’ouverture des yeux & des 
elprits , il eft précifement arrivé fans que ce grand 
homme en fort pourtant refponfable , & même 
parce qu’il étoit grand homme & qu’il avoir eu lui- 
même les yeux & l’efprit très-ouverts , il eft arrive 
ce qui arrive après tous les grands hommes , après 
les inventeurs , après les peres qui ont amafie du 
bien , après les Rois mêmes qui ont agrandi leurs 
Etats , qu’on a joui de fes tréfors & de ceux de quel- 
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ques autres donc nous allons parler, fans fe mettre 
en peine de les augmenter. La Géométrie s’efl: trou- 
vée allez riche dans le dernier fiecle pour qu’on s’a- 
mufat à la remanier par des formules & des indu- 
ctions. Un riche heritier palfe fa vie à compter fes 
thréfors & à les recueillir. 

On n’outre rien ici : on prie les Géomètres de ne 
fe point roidir là-deflus : on ne veut offenler per- 
fonne : on veut fimplement dire une vérité utile , & 
la rendre bien fenfible, afin d'ouvrir les yeux fur un 
abus qui perdra enfin une fi belle fciencc fi on per- 
fifte de s’y opiniâtrer. Les Géomètres modernes eux- 
mêmes ne conviennent-ils pas tous les jours de ces 
deux ou crois points capitaux ? 

i °. Que le calcul foulage l’efprit en le déchargeant 
du foin de penfer : & peuvent-ils nier qu’il ne faille 
penfer pour perfectionner véritablement une fcien- 
ceaulfi profonde que l’eft la Géométrie ? z°.Ne con- 
viennent-ils pas que les démonftrations des nou- 
veaux calculs ne font jamais qui pofteriori î 3 0 . Et , 
ce qui devroic tout-à-fait defliller les yeux en faveur 
delà Géométrie ancienne, n’onc-ils pas mille fois 
remarqué de bonne foi que dans les conclufions de 
la Géométrie moderne , l’elprit aime à fe retrouver 
avec celles de l’ancienne Géométrie, & qu’il n’y a que 
l’uniformité du but auquel ces deuxGéometries abou- 
tirent, qui raflure tout-à-faic fur la fufpenfion & l’in- 
certitude même où laiflent les nouveaux calculs , 
où laifle même en général toute forte de calcul, 
fur-touc l’Algebrique qui n’a rien de lumineux? 

L’ingenieux AL de Fontenelle, qui eft de tous les 
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Auteurs modernes un de ceux qui ont le plus & le 
mieux philofophé fur la nature des nouveaux cal- 
culs , convient partout, dans fon élégante Hiftoire 
de l’Académie , & dans fes nouveaux Elemens de la 
Géométrie de l’Infini , du défaut que nous remar- 
quons ici dans ces calculs. Il e/l arrivé dans la haute 
Géométrie , dit-il > une chofe bizarre , la certitude a nui 
à la clarté. Il ajoute dans la Préface de fes Elemens. 
Le calcul ne/l gueres en Géométrie que ce que/l /’ expérien- 
ce en Vhyfique , (ÿ- toutes les vérités produites par le 
calcul , on les pourroit traiter de vérités d' expérience. 

Ce célébré Auteur attribué cette incertitude ou 
ce défaut de clarté à l’Infini : mais fans Infini fa 
propofition eft toujours vraie, que le calcul n’a qu’u- 
ne certitude d'experience & comme d’évenement. 
L’Infini peut bien augmenter l’incertitude & l’obfcu- 
rité. Mais il eft vrai-femblablc que, fi cet Infini éroic 
manié félon la méthode des Anciens, géométrique- 
ment & faus calcul , par principes & non par réglés , 
comme l’pnt fait M. Newton dans fes principes , & 
Grégoire de S. Vincent dans fon grand ouvrage géo- 
métrique , l’Infini n’auroit au moins que les propres 
nuages ou n’en auroit point du tout , n’en ayant ja- 
mais eu dans ces deux Auteurs, ni dans Archimede 
qui a travaillé fur le même fonds , mais géométri- 
quement, par idée & par raifonnement. 

Nous n’avons encore touché que la première & 
dans le fond la moindre caufe del’ébJoüifTementdes 
modernes en faveur de leurs calculs. Cet ébloui Ife- 
ment n’auroit été ni fi durable , ni fi univerfel , s’il 
n avoit été fondé fur quelque choie de plus réel , de 
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plus fubftantiel qu’une méthode , une maniéré , un 
mode , & une mode par conféquent , dont on feroic 
bien-tôc revenu comme on revient de toutes les mo- 
des. Voici le fait hiftorique. 

Les circonftances , où le calcul reçut fa perfection , 
furent très-favorables pour lui donner un air brillant 
de grandes découvertes géométriques. Car précifé- 
ment dans le même tems que Dejcartes donnoit fon 
Analyle , Grégoire de S. Vincent qui vivoit avant & 
qui a vécu après Defcartes , enrichiffoit la Géomé- 
trie d’un nombre inconcevable de vérités nouvel- 
les, de vues profondes, de recherches étendues, 
de principes féconds , de méthodes même generales 
ic très-regulieres. 

Et comme toure , ou prelque toute la Géométrie, 
fur tout la plus élevée, peut fe mettre en calcul, par- 
ce qu’ après tout le calcul n’eft qu’une maniéré , une 
mode , un habit , &c que ce calcul arrivé à fa perfe- 
ction ne demandoit qu’à fe réalifer , à s'appliquer 
à quelque (ujet , à le fignaler même par des (u jets il- 
luftres , toute la théorie de Grégoire de S. Vincenc 
fut jettée dans ce moule , paffa par cette filière , fut 
revêtuë en un mot de calcul, & fi bien mafquceque 
le renouvellement joint à la nouveauté réelle, fit pa- 
roître le calcul comme un Pérou inépuifable, donc 
les premières veines lembloient en annoncer de fé- 
condés & de troiûémes à l’infini. 

Grégoire de S. Vincent étoit un Auteur vaftc , 
profond , original , & par confequent difficile : Il ne 
fut permis qu’aux Géomètres du premier vol d’y pui- 
fer. Mais les anciennes découvertes furent un butin 
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pour tout le monde, & le calcul ne fe refufant à per- 
fonne , il n'y eut plus de Géomètre qui ne fût admis 
à fe fignaler par quelque découverte. Archimede , 
Appollonius , Euclide, tout fut refondu , & reprit 
un air de nouveauté par le moyen du calcul. 

Ajourez à cela les fciences Phyfico-Mathemati- 
ques anciennes & modernes, les découvertes de Ke- 
pler , de Guldin , de Galilée , de Torricelli , & fur- 
tout celles du profond &c inépuifable Newton, qui 
fans être de calcul , ou même parce quelles n’en 
étoient pas encore , ne fembloient refpirer que le 
calcul , ne demander que du calcul pour être déve- 
loppées & comme réduites en pratique. 

Car c’cft une réfléxion qui ne paroît rien , & qui 
eft pourtant finguliere , que la Géométrie moderne 
eft dans fon propre cara&ere & par fa forme toute 
problématique,une Géométrie pratique qui fuppofe 
par conféquent une Géométrie théorique , d’ou elle 
eft évidemment déduite par voye de corollaire & de 
réfultat. 

La Géométrie ancienne étoit prelque toute théo- 
tematique, 6c les modernes mêmes, dans la paillon 
qui les animoit de critiquer les Anciens , ont fort 
blâmé Euclide d’avoir mêlé dans fesElemens les pro- 
blèmes avec les théorèmes , c’eft-à-dire, la pratique 
avec la théorie. Il eft donc très-fingulier de voir tou- 
te la Géométrie moderne fous une forme probléma- 
tique. Qu’on ouvre l’Analyfe des Infiniment Petits 
dcM. de l’Hôpital , & de M. Stone,- ce n’eft point 
la faute de ces Auteurs : C’eft Amplement le ftile 
du calcul & la marque certaine d’une fécondé inven- 
tion. 
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Seroic-il naturel fans cela qu’une fcience auflï 
raifonnable que la Géométrie , qui eft peut-être la 
jfeule où la raifon ait un plein droit de triompher de 
l’autorité, n'eût d’autre ftile que ce langage impé- 
rieux : Faites ceci , faites cela , décrivez un cercle , tirez 
une ligne , formez un angle , tracez une parabole , & que 
fans le piquer prefque d’aucune démonftration rai- 
lonnée , elle n’eût d’autre garand de fes procédés 
que le delpotique mot fit pro ratione voluntas ? 

Cependant la Géométrie moderne netant point 
théorique par fon calcul , n’eft point pratique ni pra- 
tiqua^ non plus par fon calcul algébrique , analy- 
tique, infinitelîmal : & la pratique même de l’Alge- 
bre & de l’Analyfc ne peuvent jamais palier que 
pour une très-haute, très-fublimc, très-qüinteflèn- 
tiée & très-abftraite Ipéculation. 

Mais admirons encore ici les Modernes. Ils nous 
parlent de refpe&ueux commentaires , & de répétitions 
d'originaux. Et que font-ils donc depuis près d'un fie- 
cle , tant en Géométrie à l’aide du calcul, qu’en Phy- 
sique à l’aide de l’hypothele, que des commentaires 
très-refpc&ueux & des répétitions prelque littérales, 
de deux ou trois ou quatre originaux modernes , des 
anciens mêmes , d'Archimede , d’AppoIlonius & 
d'Euclide, touc Euclide qu’il eft? 

On ne blâme point les Modernes de ce procédé , 
on n’en parle même que pour montrer qu’il n’en 
faut blâmer perfonne , & que dans le fond ces com- 
mentaires , & ces répétitions & ces refpe&s font dûs 
aux Auteurs & au public ; que les Auteurs origi- 
naux , en faififlant la vérité , n’aterappent pas tou- 
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jours la vraye maniéré , la maniéré la plus fimple & 
la plus demonllrative de la propoler. Qu’une choie 
utile eft bonne à dire & à redire cent fois , qu’à for- 
ce de la remanier onia meurit, à force de la refalTer 
on l’inculque, à force de la faire paroître & reparoî- 
tre on la rend fcnfible , & qu’enfin nous fommes re- 
devables à ceux mêmes qui fe donnent la peine de 
commenter & de répéter \’a,b, c. Il fàuc prendre 
toutes chofes du bon côté , & pour le moins être 
toujours équitable. 

Soyons-le donc tout à faic , & puifque le calcul 
n’eft qu’une petire partie de la Géométrie , nç nous 
bornons pas au point de vûë dans lequel la première 
partie de l’Analy fe des Infiniment Petits nous a 
préfenté l'Hiftoire de cette fcience : Tâchons dans 
cette fécondé Partie de rendre cette Hiftoire un peu 
plus complette, en rendanr juftice à ceux qui fans 
aucun étalage de calcul n’ont pas laiflë de contribuer 
beaucoup à fa perfection, ou du moins à fon embe- 
lilfement & à fon éclat , en contribuant à la perfe- 
ction de la pure & faine Géométrie. 

Les f celions toniques font comme le corps folide & 
fubftantiel de cette fcience. C'eft-là qu’il en faut 
toujours revenir. On n’eft Géomètre qua pro- 
proportion qu’on fe rend profond dans la théorie de 
ces feétions. Elles font le modèle de toutes les au- 
tres courbes. Celles des degrés pairs font circulaires 
ou elliptiques : celles des degrés impairs font infinies 
en étendue , c’cft-à-dire , ou paraboliques ou hyperbo- 
liques , ou parabolo-hyperboliques- Mais c’eft plus pour 
la curiofité ou pour [ornement de i’elprit que pour 
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aucun ufage neceftàire , qu’on s’amufe quelquefois 
à concempler ces autres courbes : On n’en a jamais 
pouffé bien loin la Ipeculation : Au lieu que depuis 
Jppollonius les coniques ont été le grand objet de tous 
les profonds Géomètres. 

Ce fut en ébauchant leur théorie que cet ancien 
Auteur mérita le nom d e grand de fubtil Geomttre: 
Car il eft vrai qu’il ne l’avoit qu’ébauchée , parce 
qu’un premier inventeur ne peut pas tout inventer.il 
eft vrai aulfi que leslciences étant tombées peu après 
lui , & ne s’étant enfin ranimées que peu à peu & par 
degrés, comme nous l’avons expliqué, on avoir peu 
ajouté aux découvertes d’Appollonius jufqu’au fie- 
cle qui vient de finir : & cela même en rendant la 
Géométrie peu vafte , la rendoit peu fécondé en 
nouvelles découvertes. Car plus on a > plus il eft 
facile d’acquérir, & ce n’eft que par le connu qu’on 
pénétre julqu a l'inconnu : l’homme ne fait rien de 
rien. 

Il falloit des génies vigoureux &c prefque créa- 
teurs qui fuffent capables de tirer tout de leur pro- 
pre fonds. Tel fut , on lofe dire, parce qu’on va le 
prouver , le célébré Grégoire de S. Vincent , dont on 
nes’amufera point ici à faire l’éloge ni le caraétere, 
mais dont on tâchera de faire connoître les Ouvra- 
ges. Il avoue lui-même , malgré Ion extrême mode- 
ftie & fon refpeét excelfif pour les anciens , que la 
lumière qu’ils nous avoient laiffée en Géométrie 
étoit bien foible : Lumen quoi ab antiquis nobis tradita 
Geometria exhibebat , nimis débité ejje quam ut , &c. 

U pcnla donc à l’augmenter , & il y réufilt au 
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point que Ton fiecle en fuc ébloui comme nous l’a- 
vons dit, & ébloui jufqua le méconnoître : Car lob- 
jet qui éblouit , n’elt pas toujours celui qu’on con- 
noît le mieux ; & l’œil étonné d'un éclat trop vif, 
cherche des objets plus tempérés comme pour s’y re- 
pofer & y rranlporter l’image de celui qui l’a offus- 
qué. Le Soleil par qui l'on difcerne toutes chofes 
ne le laiffe point difcerner ; & fi par hazard on 
s’obftine quelques inftans à le contempler , on re- 
trouve enfuite fon image fur tout ce qu’on s'avife de 
regarder. 

Grégoire de S. Vincent ne fut pas cependant gé- 
néralement méconnu ; & SaraJJa nous apprend que 
les lettres que Ion maître recevoir de toutes parts , 
étoient adreffées au nouvel Apollonius , à \' Arcbimede 
moderne , au grand Géomètre > Voici les paroles de 
Saraffa dans fa Préface , cum Arcbimedem alterum alii , 
alii Apollonium, magnum Geometram alii litterisinferiptis 
dj- non immerito pajjim compellcnt , (j-c. 

Nous avons perdu la moitié au moins des Ouvra- 
ges de cet Auteur, un traité ample fur la Quadratru 
ce de Dinojlrate , une Statique entière , &c. qui furent 
brûlées dans l’incendie de Prague au tems des guer- 
res deBoheme. Mais il nous relie encore deux grands 
in-folio, même trois 5 car il y a un Ouvrage pofthu- 
me peu connu. Ces trois volumes contiennent près 
de 3000 Propofitions , dont il y en a bien 1 joo fur 
les Seétions coniques , fur leur nature , leurs pro- 
priétés , leurs raports , leur comparaifon , leur défi- 
cripcion géométrique ou organique, leurs fegmens, 
leurs feéteurs , fur tous les alpeéls fous lefquels on 
peut les envifager. C’eft 
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C’eft un grand Paradoxe & un Phenomene peut- 
être unique , qu’un gros Livre , qu’un triple in-folio , 
tout plein de vrayes & de grandes découvertes fans 
aucune compilation des ouvrages d’autrui. Auffile 
célébré Viviani, qui étoit lui-même un grand & un 
fiibtil Géomètre , &qui étoit aflocié de l’Académie 
Royale des Sciences de Paris , qualifie ce Livre d’ou- 
vrage vrayement Athlantique : In opéré verè Athlantico 
fummi Geometræ. Gregorii à S. Vincentio , è doftijjimât 
fpeCiatifjiméi , nec unquam fuis laudatâ , fa-c. 

C’eil donc d’abord par un détail étonnant de 
propriétés des Seétions coniques, & fur-tout par le 
rapport & la comparaifon de leurs propriétés géné- 
rales , que Grégoire a mis la Géométrie en état de 
s’enrichir, par la richefle même qu’il lui a procurée. 
Mais il ne s’efl: pas borné à ce détail , & il a fçû lui- 
même jouir de iês premières richefles pour en acqué- 
rir de nouvelles. Le détail l’a conduit au général, & 
en nous donnant des découvertes il nous a donné 
aufli les méthodes , dont il s’étoit fervi pour les 
faire , & dont on s’eft fervi d’après lui ; je dis les mé- 
thodes de génie , de raifonnement , finon de calcul ; 
& peut-être même aufli celles de calcul , ou pour 
le moins leurs principes géométriques les plus im- 
médiats. 

Partout il nous avertit de la généralité de fes pro- 
pofitions & nous apprend à en faire les applications 
en les failant lui-même. Il avoit particulièrement 
étudié les Anciens dans la vûë de découvrir leur Ana- 
lyfe , celle du moins qui les avoit fecretement diri- 
gés : & il lui avoit fallu la deviner & prefque la 
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créer de nouveau , ou peut-être pour la première 
fois. Metbodus enim demonftrationis , dit-il, qud Archi - 
medes in bac materiâ utitur ufquè ade'o fecreta eji fa invo- 
luta, fa -c. Et plus bas, plane mihi perfuaferam •ocrijjimam 
me reperijje viam quâ Arcbimedes adinvenit ,fac. Il étoic 
perfuadé, comme bien d'autres, que les Anciens 
avoient caché leur artifice par un nouvel artifice 
pour fe rendre plus admirables à la poftcrité : An- 
tiquis enim valdè folemnefuit artificium adinventionis ce - 
lare, fa-c. 

Mais il eft fort douteux s’il y a eu d’autre finefle 
de leur part ; & il paroit plus croyable que tout leur 
Art fe reduifoit à avoir beaucoup de génie & une 
application d’efprit convenable ; & que s’ils ont fup- 
primé les divers moyens de calcul ouïes autres ten- 
tatives, dont ils fe font fervis naturellement pour ar- 
river à leur but , ils l’ont fait comme un Architecte 
ôre les ccintres & les échafauds, & écarte les maflons 
après l’achevement de l’édifice. 

Que fçait-on même ? l’Edifice de la Géométrie 
des Anciens a été peut-être encore trop fimple & 
trop imparfait, pour qu’ils ôtalfent ces ceintres & 
ces échafauds ; & peut-être avons-nous dans leurs 
Livres tout l’artifice géométrique & toutes les mé- 
thodes dont ils fe font fervis , & que nous avons 
tort d’aller chercher bien loin. 

Car fi le calcul efl: une méthode ou une maniéré 
utile , un outil pour l’invention , le fécond Livre, & 
plufieurs autres morceaux d’Euclide ne font qu’un 
calcul enveloppé, ou plutôt théorique & purement 
géométrique. Mais ce n’eft-li qu’une maniéré en ef- 
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fet & un outil : La comparailon , l’analogie , la pro- 
portion , le rapport eft une vraye méthode, un in- 
ftrument, & comme la chofe même en Géométrie, 
dont tout le fait confifte à découvrir des rapports. 
Pour méfurer les choies en effet , il faut les rapporter 
les unes aux autres , les comparer. 

On peut abfolument Ce paffer de calcul dans cette 
fcience , Ci ce n’eft dans la pratique , comme nous 
avons dit ; & alors même le calcul le plus arithméti- 
que eft fuffilant , le meilleur & le feul bien ufuel. 
Mais on ne peut s’y paffer de proportions & de rap- 
ports bien développés , & en quelque forte bien 
prononcés. Et alors on ne peut acculer les anciens 
d’avoir caché leur artifice , puifqu’ils nous ont laiffé 
une théorie diftinéte des rapports, & Leur ufage par 
tout lenfible. 

Tout ce qu’on pourroit dire, c’eft que cette théo- 
rie étoit fort bornée & fort imparfaite, comme s’en 
apperçut Grégoire de S. Vincent dès qu’il voulut 
tenter d’aller plus loin. On pourroit aifément faire 
voir , dit-il , à la tête de fon admirable Livre des 
Froportionalités , que la Géométrie eft jufqu’ici fort im- 
parfaite : Mutilam in bodiernam diem imperfeSiam 
ejje Geometria fcientiam multis arguments ojlendi poJ?et , 
atque adeo cul tores exquirere qui notitiam rerumjiio la- 
bore excludant , &c. Or le point principal fur lequel 
la Géométrie avoit befoin d’être portée plus loin , 
c’étoit l’artifice des Proportions : Inter coderas vero 
partes qua needum prodierunt , adnumtrari merito potejl 
pars ea omnis qua rationum Proportiones continet , 
ufum explicat quo Geometricis contemplationibus infervire 
queau e ij 
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Ce fut donc pour fuppléer à ce défaut de la 
Géométrie , ou de la méthode Géométrique des An- 
ciens , que cet Auteur compofa ce Livre des Propor- 
tionalités en 171 Proposions toutes nouvelles, & 
qu’il appelle avec raifon une nouvelle Géométrie , 
wv Am Geometriam concinnare me oportuit s de nouveaux 
fecours, tiovis adjumentis s de nouveaux Arts, novas 
Arteti pour aller plus loin , félon la devife plus ultra , 
qu’il a fait fervir d’ame aux Colonnes d’Hercule 
dans le frontifpice de fon Ouvrage. 

Tout ce que l'antiquité nous avoit appris fur les 
proportions , le réduilbit à des rapports de deux ter- 
mes , & à des proportions de deux rapports ratio- 
ncls & homogènes. Grégoire nous apprit à faire en- 
trer les difproportions mêmes Se toutes fortes d’i- 
négalités &: de grandeurs heterogenes , incommen- 
furables , & incomparables même dans les compa- 
raifons ou analogies Géométriques. Il confiderales 
rapports de rapports, les proportions de propor- 
tions,le tout avec facilité par le moyen des expofans 
ou dénominateurs. Ses proportionalités embraflenc 
jufqu’à 8 , 11 , 1 6 , ou plus de termes , fouvent irra- 
tionels & tout-à-faitdiflemblables. 

Avant lui Viete & divers Auteurs, bornés au cal- 
cul & au rationel avoient établi comme une maxi- 
me , que le courbe ne pouvoit entrer en comparai- 
fon avec le Reétiligne , l’incommenfurable avec le 
commenfurable , l’infini avec le fini , le plan avec 
la ligne, le folide avec’le plan. C’étoit-là une borne 
pofée , non cependant par les Anciens qui avoienc 
quarré la parabole & la lunule & même en un fens le 
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cercle , & re&ifié fa circonférence. On ne voit pas 
même que Defcartes, tout Defcartes qu'il étoit, eue 
penfé à ôter cette borne. 

Defcartes avoit pris la Géométrie d'un aqtre cô- 
té , du côté des problèmes linéaires ou exécutables 
par des lignes , & nullement du côté des quadratu- 
res qui font pourtant le vrai côté ; le but de la Géo- 
métrie étant de mefurer , & par confequent de quar- 
rer , de re&ifier, de cuber ; & les grandes décou- 
vertes de la Géométrie ne s’étant faites , comme bien 
des gens l’ont obfervé, qu’en vifant à ce but general, 
comme celles de la Chymieen vifant au grand œu- 
vre qui n’eft pourtant qu’un but chimérique ; au lieu 
que les quadratures font un but réel , & même l’uni- 
que dernier but. 

Grégoire de S. Vincent qui dirigea tous Ce s tra- 
vaux Géométriques de cinquante années vers ce 
but , fentit fon génie captivé par la maxime moder- 
ne , & ce fut pour la lurmonter qu’il compofa les 
proportionalités. L’incommenfurable ne l’arrêta pas. 
Il fçût éviter Xincommenf arable abfolu , & réduire à des 
expofans rationelsl 'irrationel relatif } & l’infini même 
à des rapports finis: 

Car l’infini devint fon objet aulfi familier que le 
fini. Il làifit cet infini par les deux endroits par où 
le calcul le plus moderne l’a faifi. i°. Dans le pro- 
grès interminable d’une ferle infime ; i°. en lui-mê- 
me dans le partage d’une grandeur quelconque en 
parties infiniment petites. 

Son Livre des Sériés Géométriques en tyj Propofi- 
tions toutes de lui , ell fans doute un Arc nouveau , 
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&.une méthode d'invention qui a fervi de fonde- 
ment à Ja principale moitié des nouvelles méthodes 
de calcul infinitefimal. La grande occupation de ce 
calcul a écé depuis ce tems-là d’exprimer ces fériés , 
tantôt par des nombres Arithmétiques , tantôt par 
des lettres Algébriques , & enfin par un Algèbre 
Analytique , tour-à-faic tranfcendante & générale , 
qui elt l’Ouvrage du grand Newton , & où le célé- 
bré M. Stirling entr’autres s’efl merveilleufement fi- 
gnalé. 

Mais fi le Livre des Sériés fut la femcnce pro- 
chaine du calcul moderne de ces Sériés, le Livre de 
duclu Plani in Planum , en 24 C Propofitions fut 
celle de la féconde partie des nouveaux calculs , & 
pour le moins du calcul intégral. On peut regarder 
ce Livre en effet comme un calcul intégral de tê- 
te , & du relie comme un vigoureux effort de 
génie. 

La méthode même qui y régné , de former des 
corps , même les plus bizares , par une multiplica- 
tion locale de lignes diverfement pofées , n’a été 
développée qu’à demi par le calcul intégral , & la 
partie du génie qui confifle dans cette pofition , & 
dans cette multiplication locale a écé long-tems rebelle 
à toutes fortes de calculs , & n’y a été aflujetie que 
depuis deux ou trois années dans le Livre qui traite 
des courbes à double courbure , & qui n’en efl que plus 
eflimable , pour être l’ouvrage d’un * jeune Géo- 
mètre , à qui on efl bien aife de rendre juflice. Car 
l’Hiftoire de la Géométrie doit être vraye par deux 
endroits , & parce qu’elle efl Hifloire , & parce 
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qu’elle eft l’Hiftoire de la Géométrie. 

Oiii y le Livre de Duiïu Plani in Planum , efl: pro- 
prement un traité de courbes à double courbure , & 
iur-routdcCwytt terminés par des courbes à double courbu- 
re. La hauteur de cette Spéculation l'avoit renduë 
peu traitable jufqu’ici. Le premier & prcfque le Seul 
qui y avoit touché depuis Ton invented^, écoit le cé- 
lébré Laloubere , qui avoit quarré géométriquement 
la courbe formée par un tour de compas fur la lur- 
face d’un Cylindre. Quadrature qu’on avoit enfui- 
te fort bien renduë par le calcul, qui vient enfin de 
s’approprier avec beaucoup de dextérité cette théo- 
rie épineufe. 

Voilà au vrai les nouvelles méthodes de Géomé- 
trie; voilà le nouvel Art avec quoi Grégoire de Saint 
Vincent , non-feulement fraya le chemin aux nou- 
velles découvertes ( c’eft-à-dire , aux nouveaux cal- 
culs ) ad inventa recentiora viam ftravit , comme le die 
Wolfius dans fon Hiftoire des Mathématiques » mais 
fit aufli lui-même une infinité d’autres grandes dé- 
couvertes. Car cet eSpric vafte , fécond & appli- 
qué alloit de découverte en découverte ; en avoir 
faic une , étoit une raifon pour lui d’en faire une 
autre. 

L’immenfe détail de propriétés dont il enrichit 
d’abord les Seétions coniques , l'éleva peu à peu 
aux grandes méthodes dont on vient de parler ; & 
ces méthodes générales le ramenèrent à un nouveau 
détail de decouvertes encore plus élevées que les 
premières. 

Àrcbimede avoit le premier quarré la parabole , 
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mais par un artifice peu naturel , & en un fèns peu 
Géométrique , plus merveilleux cependant que la 
quadrature même de la parabole. Les Modernes qui 
ont remarqué ce détour ou cette efpece d’écart fça- 
vant d’Archimede , mais qui auroient dû un peu 
plus l’admirer , ont en revanche fort admiré leurs 
calculs pourra facilité avec laquelle ils leur don- 
noient cette quadrature de la parabole comme d’un 
trait de plume. 

Mais fans aucun calcul & par le fimple raifon- 
nement Géométrique d’Euclide ou d’Apollonius , 
notre Auteur dans fon traité de la parabole & même 
ailleurs, donne vingt & trente maniérés differentes 
de quarrer cette courbe & fes divers fegmens exté- 
rieurs & intérieurs : & plufieurs de ces quadratures 
font l’affaire d’une ou de deux Propofitions tout auffi 
courtes que le peut-être le procédé du calcul moder- 
ne pour arriver au même but. 

Une découverte de la plus haute efpece en ce 
genre de quadratures , fut la Jÿmbolization de la qua- 
drature de l’hyperbole avec celle du cercle : cette feu- 
le découverte mife en calcul, a comblé de gloire les 
cinq ou fix Géomètres les plus célébrés du dernier 
fiecle. Mercator de Holjlein en Dannemarc , d’après le 
Comte Brounker , illuftre Anglois, quarra l'hyberbole 
par une Sérié. Aufîi-tôt M. Barrou Maître de M. New- 
ton , fê fouvint que cet illuftre Difciple lui avoir 
fait voir autrefois une pareille quadrature. D’un au- 
tre côté M. Leibnis trouva la fameufe quadrature fe- 
rielle du cercle , & le non moins célébré M. Huguens 
fut comme cnthoufiafmé du rapport merveilleux 
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de cette quadrature avec celle de l'hyperbole. Wal- 
lis ôc divers autres y mirent auffi la main. 

Or, voici comment Grégoire de S. Vincent l’y 
avoit mife plufieurs années avant tous ces Auteurs. 
On en va juger par la Scholie , qui termine fa théo- 
rie Géométrique fur cette matière, pag. trio ,t.z. 

Nimiselegansvifaeftmihifymbolizatio inter pro- 
• prietates circuli & hyperbolæ , quam ut eam fup- 
« preflam voluerim , aut filentio præteritam. Quid- 
» quid enim ad circuli quadraturam neceftarium fuir, 
» id omne in Hyperbolæ quadratura ita ad amuftim 
.» fefe offert , ut iifdem prorfus caraSieribus , cademque 
» difcurrendi methodo utramque abfolvere poflis, 
» modo difponancur débita ratione quæ requiritur 
» ad difcurfum formandum , &c. Neque enim eft 
» alia dtverfitas .... quam quod una parabolarum 
•> D N. cum hyperbola D P P. adaliam partent tranf- 
•> latafit .... Mirabiliter enim reficere nata ell uC 
» que adeo univerfalisfymbolizatio. •» 

On voit bien que ce grand homme, loin d’a- 
voir fait au hazard une découverte qui réfultoit d’u- 
ne très-longue fuite de Propofitions raifonnéesôc 
épineufes , fentoit toute la hauteur de cette décou- 
verte , &*qu’il l’admiroit- par les mêmes endroits qui 
enthoufiafmoient M. Huguens. Il eft au relie fingu- 
lier , que l’Auteur remarque que les mêmes caraiïeres 
& le même raifonnement fervent pour les deux qua- 
dratures; ce qui joint avec cette autre remarque que 
l’unique diverfité qui s’y trouve , vient d'une tranfpo- 
fition de parties dans l’hyperbole , peut faire penfer à 
ceux qui n’ont pas lû l’Auteur , Scqui font prévenus 
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pour le calcul , que toute cette affaire confifte dans 
un calcul algébrique , compofé des mêmes lettres 
pour les deux quadratures, avec la feule diverfité des 
fignes plus & moins. 

Il eft pourtant vrai qu’il n’y a ici aucun calcul, fi 
ce n’eft enveloppé, & comme en puiflance. Mais cela 
même montre évidemment que , fi l’Auteur qui fça- 
voit bien l’ Algèbre, & pour le moins l’ Arithméti- 
que , & qui étoit bien au fait des Sériés , dont il 
étoit l’inventeur , avoir daigné exprimer cette dé- 
couverte par le calcul , comme il l’a fait pour quel- 
ques autres, il n’auroit pii nous donner pour les deux 
quadratures que la même expreffion Analytique 
compofécdes mêmes chiffres ou lettres iifdem prorfus 
caratteribus , avec la feule diverfîté des lignes qui 
marquent le tranfport des parties à des côtés oppo- 
fes , quod ad aliam part cm tranjlata fit. 

L’hyperbole eft une courbe finguliere- Grégoire 
de S. Vincent en connoiffoit toute la fîngularité : 
Aullî eft-ce celle à laquelle il paroît s’être Je plus 
attaché. Il a quarré un efpace infini renfermé entre 
deux hyperboles concentriques. Les Logarithmes Hy- 
perboliques , font une découverte que le calcul s’eft 
attribuée avec le plus de complaifance. Ell<?eft,fans 
aucun mélange de calcul , de Sarajfa Difciple de 
Grégoire qui en avoit jetté tous les fondemens , de 
l’aveu de SarafTa , en épuifant la matière des Quadri- 
latères fy- des Seiïeurs hyperboliques', dont on connoîc 
d’ailleurs l’importance pour la réfolution des Problè- 
mes Phyfico-Mathematiques , de ceux, fur-tout, qui re- 
gardent les chutes des corps , leurs mouvemens di- 
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vcrfemenc accélérés & retardés , les denfités des mi- 
lieux , leurs refiftances, &c. comme on peut le voir 
dans le fubli me Ouvrage des Principes Mathématiques 
de la Philofophie naturelle , 8c dans plusieurs beaux mor- 
ceaux des Mémoires de l'academie Royale des Sciences de 
Paris. 

La Jÿmbolization de la Spirale d'Archimede avec la Pa- 
rabole d’Apollonius , eft la découverte favorite de notre 
Auteur, & une de celles que les nouveaux calculs fe 
font appropriées des premières, & qui lui ont le plus 
ouvert la porte à la comparaifon des courbes. Car 
avant Grégoire on ne connoifloit pas ou prefque 
pas la Géométrie comparée , qui eft la grande clef des 
découvertes : & du refte il n’écoit pas aile de deviner 
que la Spirale qui eft d’un ordre tranfeendant , ne 
fût qu’une parabole , qui eft une courbe du premier 
ordre , mais repliée & enveloppée , dont l’axe eft 
circulaire. 

Cependant Grégoire a exactement démontré , 
que tout ce qu’Archimede avoit découvert de la 
Spirale convenoit à la parabole ; que tout ce qu’A- 
pollonius avoit dévouvert de la parabole , con- 
venoit à la Spirale ; que mille autres propriétés 
leur étoient communes. Mais la rétification hy- 
potetique du cercle par la tangente de la Spirale 
étoit une découverte d’Archimede , que toute l’an- 
tiquité avoit admirée, & que les modernes regardent 
encore comme de la plus haute cfpece. Ils ont re- 
gardé comme parallèle à cette découverte , celle de 
la même rétification par la tangente de la parabo- 
le : ils ne la connoiûentia plupart que fous l’cnve- 

fi j 
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loppe du calcul. Elle n’eft qu'un trait de la fymbo- 
lization des deux courbes en queftion , & Grégoire 
feul en eft le premier inventeur. Ce font pourtant 
là des faits précis & Géométriques. 

Le plus merveilleux de tout ceci , c’eft que Gré- 
goire de S. Vincent, modefte, &non moins excef* 
ïi vement admirateur des Anciens , ait mis une Pré- 
facé exprès à la tête de cette fymbolization pour 
prouver qu’Archimede n'avoit pû l’ignorer -, & que 
dans la Préface générale de fon Ouvrage il en parle 
fur le même ton ; qu’en divers autres endroits il 
s’obftine , jufqu a fatiguer le Leéteur , de la rappor- 
ter à Archimede , quoique les plus habiles Géomè- 
tres de ce tems-Jà lui eulTent protefté , après avoir 
bien éxaminé la choie , qu’Archimede n’y avoir pas 
penfé; que s’il l’avoit fçû , il n’auroit pas manqué 
de s’en parer , comme d’une découverte qui ne le 
cédoit à aucune des bennes , mais qu’il n’avoit pas 
dit un mot qui fit foupçonner qu’il en eût la moin- 
dre idée. 

Qu’on compare ce procédé avec celui de ceux 
qui ont embelli leurs Ouvrages de ce morceau fu- 
blime , làns faire aucune mention , ni d’Archime- 
de, ni de Grégoire de S. Vincent^& l’on verra dès 
ce moment s’accomplir l’Oracle facré, que celui qui 
s’humilie fera exalté, & que celui qui s’exalte fera 
tôt ou tard enfin humilié. Mais fans humilier per- 
lonne , on le contente ici d’éxalter un homme que 
perfonne n’a eu droit d’humilier , & que les gens 
d’honneur aimeront làns doute à dédommager par 
leur reconnoilTance , de l’ingratitude de Ion fiecle 
ou du fuivant. 
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Mais pour la force de l’invention , nulle décou- 
verte ne le difpure à la cubature des onglets , & à la 
quadrature de leur furfaces à double courbure. Le calcul 
n'a pas manqué de s en faifir , & divers Auteurs ont 
paru fur les rangs pour en partager la gloire, c’eft-à- 
dire , celle d'une fécondé invention , quoique fans 
aucune mention du premier inventeur. 

La fymbolization de l’onglet inlcrit dans un prit 
me , & circonlcrit à une pyramide , avec la Iphere 
infcritedans un cylindre , & circonfcrite â un cône, 
eft un morceau qui va pour le moins de pair, avec 
la découverte du grand Archimede fur la comparai- 
fon des trois derniers corps, dont il voulut qu’on or- 
nât fon tombeau. 

Le cylindre , la Iphere & le cône, fuivant Archi- 
mede font dans le rapport des nombres 3 , a , 1 . 
Le prifme , l’onglet , la pyramide font , fuivant Gré- 
goire de S. Vincent dans les mêmes rapports ; Sc 
tous les autres points de comparaifon établis par le 
Géomettre de Syraculè , entre les trois corps régu- 
liers mentionnés,' font établis par notre Géomè- 
tre Flamand , entre ces trois corps bizarres & touc- 
à-fait irréguliers. Car l’onglet eft une portion de 
cylindre coupé de biais, & une efpece de bec de 
flûte, renfermé par trois furfaces, deux plates , l’au- 
tre courbe ; l’une demi circulaire , l’autre demi el- 
liptique , & la troifiéme bizarement cylindrique. 

Or les mêmes ou de pareilles fymbolizarions éta- 
blies encre ces folides , fe foutienncnt entre leurs 
furfaces refpe&ives , c’eft-à-dire , entre la théorie de 
notre Auteur d’un côté y ôc cellesde Pappus & d Ar- 
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cbimede de l’autre côté. On a voulu en dernier lieu 
que Defcartes fût encore le feul Auteur qui eût tou- 
ché aux courbes à double Courbure. Quel interet a- 
t-on donc d’attribuer tout à Defcartes , au préjudice 
des légitimés pofleflèurs? C’eft qu'en attribuant tout 
à Defcartes , on s’attribue tout à foi-même , rien 
n’étant plus facile enfuite que de dépoiiiller celui a 
qui rien de tout cela n’appartient ; au lieu qu’en ci- 
tant Grégoire , & après lui Laloubere , on fe reculc- 
roit au troifiéme degré d’invention. 

Tous les problèmes au refte qui avoient arrêté 
les anciens Géomètres , ce grand Géomètre , ou les 
réfolut , ou en porta la réfolution au point où les 
calculs modernes les laiflent jufqu’ici : ce qui dé- 
montre abfolumenc qu’il a ébauché > & plus que 
cela , toutes les nouvelles découvertes Géométri- 
ques j & que le calcul n’a gueres fait qu’épuifcr les 
mines ouvertes par ce génie vraiment inventeur. 

U termina tout d’un coup les grandes difputes 
fur l 'angle de contingence , en faifant voir que l’angle 
du rayon avec la circonférence du cercle étoit droit, 
& le même par conféquent qu’avec la tangente , 
confondue à ia nailfance avec cette circonférence, 
& cela dans un petit , comme dans un grand 
cercle. 

Les plus anciens Géomètres , fort reflerrés dans 
leur théorie , & bornés à la connoiffance des deux 
efpeccs de lignes les plus Amples que nous ayons, 
la droite & la courbe circulaire , avoient érigé leur 
impcrfe&ion même en principe , & pofé une borne 
que l’antiquité toute entière jufqu a Defcartes & à 
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Grégoire n’avoit pû franchir. C’étoit de ne regarder 
comme Géométriques que les problèmes qui fe 
conftruifoient par la réglé 6c par le compas , c’eft- 
à-dire, par la ligne droite & par le cercle. Defcartes 
comprit & décida qu’on pouvoic franchir cette bor- 
ne , & Grégoire de S. Vincent la franchit cent 6c 
deux cent fois. 

En particulier la duplication du cube } connue fous le 
nom de Mefolable , ou de deux moyennes proportionelles % 
problème propofé par l 'Oracle même de Delphes , 
pour embarafler les Géomètres , & pour la deftru- 
élion du genre humain , étoit regardée comme un 
problème infoluble , parce qu’il étoit infoluble par la 
réglé & le compas. Grégoire le réfoluc fans façon , 
& de vingt & trente maniérés differentes , par la 
conftruétion de deux fedlions coniques, il en fit au- 
tant de la trifeiïion de l'angle , qui étoit auffi dans 
l’antiquité un problème infoluble. La Sérié que cet 
Auteur affigna dans fbn Traité des Progreffions in- 
finies, Prop. 107 , cor.pag. m , pour cette trife- 
ttion , eft d’un artifice admirable & a été bien re- 
maniée par le calcul. 

Il a encore plus remanié la réfolution du fameux 
Problème de Zenon , qui avoit tenu en échec non-feu- 
lement toute la Géométrie , mais la Philofophie 
même des Anciens. Par fa difficulté ce problème al- 
loit de pair avec le célébré noeud gordien , 6c on lui 
avoit donné le nom à' Achille. On avoit même fait 
entrer Achille dans fon expreffion pour marquer 
qu’il étoit infurmontable ou irrefoluble , comme cef 
grand Capitaine étoit invincible. Ce fut Grégoire 

• * 
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feul qui le premier vainquit cct Achille de Zenon , en 
réfolvant le problème > à la pag. 101 , Schol. de la 
Trop. 87 y du Traité cité des ProgreJJîons Géométri- 
ques. On a bien vanté cette réfolution , au profit 
d'abord du calcul , mais déformais à celui de notre 
Auteur. 

Nous ne finirions pas fi nous voulions détailler 
toutes les richeffes d'un Auteur plus connu que célé- 
bré , & en qui tout femble paradoxe : Car on peut 
dire , qu'il n’a jamais été plus célébré que lorfqu’il 
a été le moins connu , ni jamais plus connu que 
lorfqu'il a été le moins célébré. De Ion vivant les 
critiques qu’on en fit le rendirent très-célebre : à 
mefure qu’on le connut mieux , on ceflà de le criti- 
quer , on en profita , chacun s’en appropria ce qu’il 
trouva le plus à fa bienféance -, &c comme fi on se- 
toit donné le mot , on cefla de le citer & on ne 
chercha , en quelque forte , qu a l'enfevelir dans 
l’oubli ; &c le nom de Defcartes , à qui les François 
eurent la reconnoiflance de rendre enfin juftice , 
fembla faire difparoître tous les autres noms , au 
moins pour un tems. Le malheur de Grégoire de 
S. Vincent, fi c’en eft un , fut qu’il fe trouva ne 
tenir , ni à une nation , ni à un corps , ni à une lèéte 
fort jaloufè d’une pareille gloire. 

Il étoit difficile cependant que parmi tant de bou- 
ches ouvertes pour élever la Géométrie moderne juf- 
qu’aux nues , il ne s’en trouvât de finceres, fie qui 
rendiflent témoignage en partie à la vérité. Outre 
Viviani , Sarajja, Wolfius , & bien d’autres, le témoi- 
gnage de M. Leihnis eft en cette matière décifif> fie 

- * t°ut- 
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tout-à-fait digne de fa candeur & de fa probité. 

En] i 686 , au mois de Juin , ce célébré Auteur 
rendant compte , dans les A8es de Leij>fîc y des progrès 
de la Géométrie & de la découverte des nouvelles 
méthodes , aufquelles il avoir lui-même tant de part, 
parle d'abord de la méthode des indivifibles de Cavallieri, 
qu’il daigne à peine mettre au rang des vues Géo- 
métriques , qui ont donné naiifance à la nouvelle 
Géométrie de l'Infini ,fied Geometria indivifimlium Ca- 
v allier iana fctentix renafcentis non nifi infantiafuit. Arrê- 
tons-nous un moment à ce témoignage. 

Il eft fort fingulier que M. Leibnis , Juge fort 
éclairé & fort définterefle entre Cavallieri & Gré- 
goire de S. Vincent , traite la méthode de Cavallie- 
ri d’enfance, par rapport à la nouvelle Géométrie ; 
tandis que d’un autre côté la plupart des nouveaux 
calculateurs ne ceflent de rapporter toute cette Géo- 
métrie , & tous leurs nouveaux calculs , à lepoque 
précifc des indivifibles de Cavallieri. Plufieurs le di- 
fent comme ils le penfent; mais on peut prouver &c 
démontrer par de bons faits & de bons témoigna- 
ges que les premiers Auters de ce langage l’ont af- 
frété pour des railons qu’on diroit bien s’il le falloit. 
On fe contentera de celle qu’on a déjà indiquée, 
qui eft qu’on a mieux aimé attribuer tout à Caval- 
lieri qui n’y prétendoit prefque rien , qu’à celui qui 
pouvoir y tout prétendre : On aimeroit bien mieux 
confier à un enfant qu’à un homme fait , le dépôc 
dont on voudrait s’emparer fous-main foi-même. 
Nous retoucherons bien -tôt cec article des indi- 
yifibles. 
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Après avoir traité ces indivifibles d’enfance de la 
nouvelle Géométrie , M. Leibnis continue fon Hi- 
lloire abrégée , & dit que trois hommes célébrés 
ont apporté de plus grands fecours , majora fubjtdia 
attulerunt tr'rumviri célébrés. Ces trois hommes iont > 
M. de Fermât , François, Concilier au Parlement de 
Touloufe, par fa belle méthode des plus grands & 
des moindres , Fermatius inventa metbodo de maximis 
dy minimis ; Defcartes , François aufli , par fon appli- 
cafion de l’Analyfe Algébrique aux lignes de la Géo- 
métrie ordinaire , Carte/ius oftenfâ ratione lineas Ceo - 
metr 'tx communes .... expr'tmendi per aquationes s &C 
Grégoire de S. Vincent , Flamand , par plufieurs 
belles découvertes, iy Cregorius à S. Vincentio multis 
prxclaris inventés : A ces trois hommes célébrés, M. 
Leibnis ajoute Gtddin , dont la découverte cft en ef- 
fet originale , & fç rapporte de très-près aux nouvel- 
les méthodes , quittas egregiam Culdini regulam de mo- 
tu centré gravitâtes addo. 

On doit remarquer que M. Leibnis en attribuant 
une découverte à chacun des autres, en donna plu- 
fieurs à Grégoire feul. M. Leibnis n ’étoit pas aullî 
enthoufiafmé de Defcartes que fes Panegyriftes or- 
dinaires , & ne regardoit pas même le calcul comme 
une fi belle chofe , n’ayant pas même d’abord re- 
gardé fon calcul différentiel & integra! , comme il 
le regarda lorfqu’il en vit quelques autres dans l’ex- 
tafe & dans l’admiration. 

Mais c’eft fur-tout dans les critiques qu’on fit de 
notre Auteur , que nous devons retrouver le vrai 
fonds des éloges qu’il a mérités. Car les Auteurs fe 
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plaignent des critiques , & abfolument ils ont droic 
de s’en plaindre, parce quelles font ordinairement 
pleines de malice & de fiel , fans prefqu'aucun mé- 
lange d’inftruétion & d’utilité folidc : mais il ctt 
pourtant vrai que c’eft le plus grand triomphe des 
grands hommes. Ce qui ell: fi vrai que dans ces der- 
niers tems où le rafinement de la critique maligne 
ell monté parmi les gens de lettres à fon plus hauc 
point , on a vû des cabales entières le liguer, même 
par ferment , pour ne laiffer échapper aucun mot de 
critique, au moins publique, contre les Auteurs & les 
Ouvrages, aufquels elles en vouloientleplusj& l’on 
va voir en effet , que la gloire de S. Vincent , com- 
me anéantie par le filence affeébé de ceux qui ont 
approuvé fa do&rinc en la copiant, fe trouve toute 
pure & brillante dans les monumens que l’envie & 
l’ignorance n avoient confacrés qu’à l’anéantiffe- 
ment effectif de cette même gloire , en rejettant fa 
dodlrine. 

Il faut l’avoiier cependant : il étoit réellement 
trop grand homme , & fon Ouvrage trop plein & 
trop nouveau , étoit trop au-deffus de la portée de 
fon fiecle,pour n’être pas méconnu par fes contem- 
porains. La Géométrie devroit-elle être fujette à des 
chicanes ? Ce fut alors quelle commença de l’être , 
parce qu elle commença à être une fcience de cal- 
cul. Car tout eft lié, & la chicane l’a toujours été , 
même en Géométrie , avec le calcul. N’en faifons 
point un crime à Defcartes , il fut à plaindre lui- 
même , d’avoir été pendant toute fa vie la première 
viétime de cet efpric de calcul qu’il venoit de ré- 
pandre. g ij 
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Quoiqu’il en foie, Grégoire de S. Vincent fut en- 
core plus vivement attaqué , au moins fur la Géo- 
métrie par Meibon Sylvius , Lipftrop , Merfenne , AA 
xxx *. Ce n’étoient pas-là Tes plus dangereux adver- 
faires , quoique les plus acharnés & les plus impor- 
tuns : mais le P. Leotaud Jcfuite , le célébré M. Huguens t 
(y le grand Defcartes lui-même, donnèrent beaucoup 
de célébrité à la difpute , dont Aynfcom prefque feul 
avec Sarajfa, foutint tout le poids fous les yeux de 
leur Maître , qui ne daigna pas s’y prêter ouverte- 
ment. 

Mcibom n’étoit qu’un Grammairien en Géomé- 
trie , non plus que dans le refte de la littérature. Il 
attaquoit imprudemment tous les Anciens , fans en 
excepter Euclide. Plus Grégoire avoit multiplié les 
découvertes, plus Meibom crut qu’il avoit amplifié 
les erreurs anciennes. Hune vero errorem ampliavit 
Gregorius à S. Fïncentio. Ce que nous recueillons de 
mieux de Meibom , c’eft qu’il nous apprend , fans 
doute , contre fon intention , le grand éclat des dé- 
couvertes de fon adverfaire , & le grand afeendant 
quelles avoient pris, peu après leur publication fur 
tous les efptits : Hujus autem , dit-il , errores quod plane 
injignes fint , toîumque orbem irretitum teneant , clarius dt- 
monflrandoi duxi. On comprend bien que ce que Mei- 
bom qualifie d 'errores , ne doit être traduit que par 
le nom de découvertes , de nouveautés fublimes , ce qui 
efl prouvé, i °. par le fait même, i°. quodtotum or- 
bem irretitum teneant. C ’étoit-là un fait hiitorique donc 
Meibom étoit bon témoin, & que fa critique même 

* C'eft par ces deux lettres AA, que Grégoire & Aynfcom dd/îgnent 
M. de Kobcryal. 
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conftate aflez ; cec homme-là n’ayant attaqué Gré- 
goire , que parce que tout l'Univers l’admiroit 8c 
pour fe donner un iiluftre adverfaire. 

Ce n’étoit-là qu’un déclamateur, M. de A A *** 
étoit un gavant de conféquence , qui ne manquoit 
pas de titres, que leP. Mcrfenne annonça à Grégoire , 
comme un Géomètre célébré dans tout l’Univers , 
noto toto orbi Geometra > qui étoit comme à la tête de 
la coterie du tems , qui avoit déjà fait le coup de 
piftolet avec Defcartes , que de nos jours on a com- 
me aflocié à Cavallieri pour la découverte du prin- 
cipe des indivifibles , 6c qui enfin avoit toujours le 
P. Merfenne commeàfes ordres pour porter à tous 
les grands hommes qui vivoient alors , des elpeces 
de cartels de défi , qui ne furent pourtant pas tou- 
jours fi bien reçus que chez Grégoire de S. Vincent : 
car c’étoit un bon homme } fimpIe>modefte , qui ne 
rebutoit perfonne. 

Mais fi le cartel de M. de A A * * * fut ici bien re- 
çu , il étoit mal adrefle : 6c fi Grégoire étoit bon 
homme , il étoit impitoyablement Géomètre, ôcil 
n’étoit pas fur de broncher devant lui. L’Ouvrage 
qu’on attaquoit étoit à l’épreuve , 6c Aynfcom dé- 
fendoit fon Maître avec aflêzde chaleur,6cd’un ton 
ferme , trenchant, joli même 6c aflez finement iro- 
nique, comme il convient avec des adverfàires trop 
acharnés. 

• 

Le Livre des Proportionalités , comme le plus 
élémentaire , fut prefque le lêul que AA XXX cen- 
fura } car fa critique porta le nom de Cenfure. Il y 
traita fon adverfaire de haut en bas , félon le ftile 
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de ces Meilleurs, &fon Livre, d’inutile, de furanné, 
d’erroné cependant, & comme contenant 1 oo Pro- 
pofitions faulfes fur 171. Meibomqui n’avoit non 
plus touché qu'à ce Livre , y comptoir 1 3 o Propor- 
tions erronées. 

- Ils critiquèrent les uns & les autres , les expofans 
commenfurables des grandeurs incommenfurables , 
les expofans finis des grandeurs infinies. Croira-t-on 
que ce Géomètre connu de l’Univers alla jufqu'à 
prétendre , & à foutenir que le rapport d’égalité 
avoit pour expofmt, non l'unité, mais zéro ? Quel- 
ques demi-idées échappées de la doétrine de l’Au- 
teur fur les quadrilatères hyperboliques achevoient 
d’égarer Merfenne & A A * x * : Car voici comme ils 
railonnoient. Les quadrilatères en quertion, font les 
expofans du rapport des abfci fies, & réciproquement 
des ordonnées : n'y ayant donc aucun quadrilatère 
renfermé entre deux ordonnées égales , &ic. Cum in- 
ter du a s limas aquales feu poli us unicam , nullum fpatium 
includatur hyperbolicum , palet rationem æqualitatis nul- 
lam habere quantitatem. Ces Meilleurs avoient bien lu 
Grégoire pour le critiquer , mais jamais pour l’en- 
tendre. 

Une choie les revolroit tous étrangement : c’étoit 
que l’Auteur exprimât & calculât les rapports com- 
me les fra&ions, tôt errorum,diioh M. A A* * x , uni- 
ca ejl caufa , quod Gregorius à S. yincentio rationes confî- 
deraverit ut frattiones. Et le P. Merlênne Ion collègue 
en critique : comment l’auroiem-ilsrcdrelTé fur l’ar- 
ticle ? lui qui faifoit de fçavans Volumes d Harmonie 
dans le taux principe des Muficiens Géomètres , qui 
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pour ajouter la quarte à la quinte, enfeignoienc qu’il 
falloit ajouter leurs rapports , 2, , 3 , & 3 > 4 , &qui 
pour ajouter ces rapports enfeignoient aufli qu’il 
falloit les multiplier , corrigeant pourtant par cette 
fécondé erreur le vice de la première. 

Ces chicanes cependant , en conftatant les pro- 
pres découvertes de l'Auteur, alloient aulfiau profit 
de la fcience , de la parc des habiles Géomètres , qui 
en étoienc l’objet. Ce furent les critiques de Mer^ 
fenne en particulier qui nous valurent la belle dé- 
couverte de Sarafla : Ces Meilleurs la firent tout-à- 
fait éclore à force d’en tourmenter les féraences. Il 
y a des plantes falutaires qui ne naifTent qu’à la lueur 
des éclairs & au bruit des tonneres. 

Merlènnc au fond n etoit pas malin : il étoit mê- 
me Içavant & Içavant de bonne foi ; chofe rare alors 
& depuis ce tems-là , au moins dans la Géométrie. 
Mais Merfenne avoit la fantaifie de faire un per- 
fonnage , & de Ce jetter entre les fçavans les plus di- 
ftingués , lous le nom de Conciliateur; ce qui finif- 
foit ordinairement par une broüillerie irréconcilia- 
ble , comme entre Defcarces & Pafcal. Il falloit ikfi- 
tout qne Merfenoe dît Ion avis fur tout ce qui pa~ 
roifloit dans la littérature. Il avoit pourtant la mo- 
deftie & la dilcretion d’en parler le plus fouvent au 
nom d’autrui , & en termes généraux pour ne pas 
trop s’engager. 

Enfin il fe plaignit que pour donner la quadratu- 
re du cercle , Grégoire avoic trompé l’attente des 
Géomètres en fe frayant des routes extraordinaires. 
dt vero cum ne que qmdraturam dederit et modo quo filet 
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à Ceometris expedari : Qu’il s'étoit même jette dans 
des fpeculations plus épineufes que la quadrature 
même 3 cum in ed exhibendd longe quam ipfam quadra- 
turam dijficiliora fupponat vel poflulet. Remarquons 
pourtant que tout Je Livre de Grégoire eft par Pro- 
pofitions , rigoureufemcnt démontrées comme Eu- 
clide , fans demandes ni fuppofitions. 

Merfenne continue à dire , apparemment fans 
commiflion , que cet Ouvrage a déplu aux Géomè- 
tres François , nojlris Geometricis difplicuit , parce qu’il 
avoir le titre faftueux de quadrature du cercle , 
quod cum opus fuum quadrature circuli fpeciofo fuperboque 
titulo infignierit. Ce titre eft pourtant tel , de quadra- 
ture circuli opus Geometricurn : Ouvrage géométrique , 
touchant ou fur la quadrature du cercle. M. Newton a 
bien donné depuis un Ouvrage avec ce titre de 
Quadrature curvarum. Nulle part peut être Grégoire 
n’a dit qu’il eût trouvé la quadrature : & tel qui écri- 
ioit contr’elle pourroit bien encore prendre le mê- 
me titre. 

fylais il y a bien de I’injuftice & de la plus bafle 
ifiîlignité dans ce que Merfenne ajoute , fur la foi 
(ans doute de A A * ** & de P * x * : Nihil tamen quod 
ad rem faciat prêter id quod in ea re hacienus inventum, 
protulerit. Merfenne & A A * * x & P. auraient été 
bien déconcertés s’ils avoient pû prévoir le grand 
fuccès & le grand air de nouveauté fublime que tout 
cela alloit prendre à l’aide du Calcul Caxtcfien , donc 
ilsétoient aufli ennemis que de cette Géométrie Gré- 
gorienne. 

Merfenne termine là cenfure > en dilànt que 

cette 
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cette Géométrie fe réduit à ce problème non refolu 
& plus élevé que la quadrature , fçavoir , trois gran- 
deurs étant données & les logarithmes dé deux étant 
donnés , de trouver le logarithme de la troifiéme. 
Quippè in illud abit needum folutum problema , quodque 
forfan longé dijficiliorem qudm ipft quadrature folutionem 
requirit , dans tribus magnitudinibus , frc. datif que dua- 
rum ex illis logaritbmis , tertix logarithmum Geometricè 
invenire. 

Or ce fut précifèment ce problème plus difficile 
que la quadrature du cercle , dont Sarafla donna 
tout de fuite la réfol ution après avoir montré cepen- 
dant qu’il étoit mal & peu géométriquement propo- 
fé, 6c dans quel iens il pouvoir être réfolu : & ce fut 
cette réfolution qui nous valut la pleine découverte 
des logarithmes hyperboliques , dont voilà l’Hi- 
ftoire. 

De tels critiques , comme l’on voit , n’étoienc 
pas trop propres à perfuader à des Géomètres de 
cette fuperiorité que la quadrature cherchée ne fût 
pas entre leurs mains. Defcartes qui connoiffoit les 
perfonages 8c qui n’étoit pas fi bon homme ni fi en- 
durant, en écrivit en ces termes de Stockolm à un 
ami qui lui avoir apparemment rendu compte de 
cette dilpute. 

» Je fuis à prêtent dans un païs fi éloigné , que 
» je ne puis pas même elperer d’y voir les écrits 
» dont vous me parlez ; car , outre qu’il feroic dif- 
*» ficile de les apporter ici , je n’y aurois pas auffi 
» beaucoup de loifir pour les examiner. C’eft pour- 
* quoi fi vous écrivez au R. P. Çregorius à S. Vincen - 


; 
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.» tio -, je vous prie de l’afliirer de mon très-humble 
»fèrvice, & de lui faire fçavoir de ma part que, 
» bien que'je n’approuve pas fa quadrature du cer- 
» cle , je ne crois pas néanmoins que le Jieiir Ægide 
» Roberval ait afTez d’efpric pour la réfuter , ôc ainfi 
» que pendanc qu’il n’aura point d’adverlairés plus 
•» forts que cettui-là , il ne lui fera pas mal-aifé de 
» fe défendre. 

Aynfcom ne rapporte cette Lettre de Defcartes 
à la page 1 08 de fon Expojïtio ac dedutt'to Geometrica , 
imprimée à Anvers, que pour contrebalancer lenoto 
toto orbi Gtometra de Merfenne, & fon noftris Gtome - 
tricis dijplicuit, en faifànt voir que Defcartes , quoi' 
que François, homo gallus , & habile Algebrifte , Al- 
gebrifia egregius, penfoit bien différemment de Mer- 
fenne , fur le compte du fieur A A*** , ou Ægide 
Roberval , qui eft le mot de l’Enigme. 

Car du refte , Grégoire , Saraflà , Aynfcom & 
toute cette école Flamande renouvellée de celle de 
Syracufè, faifoit peu de fonds fur le fuffrage de Def- 
cartes , qu’ils qualifioient volontiers de Algebrijla 
tgregim , mais qu’ils auroient peut-être eû peine à 
traiter de Géomètre ordinaire ; tant les idées des 
hommes font differentes , tant aufli on a excedé dans 
les panégyriques qu’on a faits de ce grand hom- 
me, qui n’a pourtant de grandeur en Géométrie , 
que celle qui lui revient de l’application qu’il a faite 
de fon Algèbre à cette fcience ; en quoi , pour le 
dire franchement , il a rendu un plus grand fervice 
à l’Algebre qu’à la Géométrie. Nous verrons bien- 
tôt la petite guerre qui refulca de-là entre les deux 
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écoles , celle de Grégoire & celle de Defcartes , 
c’eft-à-dire, celle d’ Archimede & celle de Diophanre. 

Il nous refte un article important à difcuter dans 
la cenfure de Merfenne & de A A*** : il y avoit 
de l’animofité dans leur fait. Aynfcom à la page 1 8, 
rapporte une Lettre de Grégoire aux deuxCenfeurs, 
dans laquelle on voit éclater une noblelle de fenti- 
mens , une liberté de penfées , une modeftie , un 
ménagement, une charité d’expreflionsqui devoienc 
lui gagner le cœur & l'eftime de les critiques. Point, 
tout les encourageoit à ofer de plus en plus , & le 
mérité fuperieur d’un tel adverfaire,interdifant tout 
cfpoir d’égalité , ne IaifToit à des rivaux jaloux que 
l’amertume dans le cœur , l’erreur dans l’efprit , SC 
le fiel dans le ftilc. 

A force de ronger ils entrevirent dans l’ouvrage 
fur lequel ils s’acharnoient , un air de méthode d’in- 
divifibles : ce n’étoit point elle , c’étoit la méthode 
d’exhauftion d’Archimede , mais au Ifi-tôt, fans pren- 
dre garde que l’auteur l’attribuoit pleinement à Ar- 
chimede, Merfenne prit la plume pour accufer de 
Plagiarifme l’homme du monde le moins digne 
d’un pareil reproche. Neque mertùntrit , cdit-il , ullate- 
nus Géométrie per indivijtbilia eruditijjimi Bonaventura 
Cavallerii , ^r. On aime à voir ces Meilleurs prodi- 
guer les éloges à Cavallerius qui en mérité en effet 
de très-grands, mais pas un feul au préjudice de 
Grégoire , pour qui il n’en échappe pas feulement 
un mot aux deux célébrés diftributeurs du mérite 
Géométrique. On fçait de quoi cette cabale e'toit 
capable , &la feule édition du prétendu manufcric 
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à'AriJlarque de Samo s , pour enlever d’un feul coup 
à Defcartes fon fyftême general de Phyfique , mon- 
tre leur fçavoir-faire en ce genre. 

Comme cependant toutes ces chicanes n’ont pas 
laide de jetter un voile fur l’Hiftoire littéraire , Gré- 
goire de S. Vincent n’ayant eu ni feéte ni cabale de- 
puis près d’un fiecle pour faire valoir fes droits , Sc 
que l'on a pris le train d’enter la nouvelle Géomé- 
trie fur les.indivifibles malgré l’évidence du fait con- 
traire, malgré la proteftation de M. Leibnis, malgré 
le tort que cela faifoicà la Géométrie, foit enl’expo- 
fant à mille fautes lueurs , ioit en lui ôtant fa certi- 
tude & fon évidence , foit en la décriant auprès des 
efprits foibles , comme Philofophique & conjeétura- 
le,il faut une bonne fois dilcuter un point que tou- 
tes ces chicanes , ces méprifes , ces manques de 
bonne foi ont couvert des plus épaifles ténèbres , 
& rendu infiniment difficile à éclaircir. 

La difficulté en eft telle quelesplus honnêtes gens 
& les plus clairvoyans s’y font mépris , & ont aidé 
à l’impofture en s’y laiffant prendre , & que M. de 
A A *** même le plus grand ennemi des nouvelles 
méthodes naiffantes qu’il y ait eu , a trouvé le fecret 
* Elemens de fe faire citer en dernier lieu * comme un de ceux 
marie ^e** qui Y av °i t I e plus contribué , en mettant la main à 
l’infini, la découverte des indivifibles. Mais cette préten- 
' tion eft fi frivole que Merfenne même l'a igno- 
rée. Car s’il en avoit eu la moindre idée , le moin- 
dre foupçon , il étoit troj> fenfible à l’amitié & trop 
curieux d’enfler fon rôle d’Editeur d’Aneétotes 
littéraires, & de Cenfeur de nouveaux Ouvrages, 
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pour pafTer ceci fousfilence. Sans doute que AA*** 
ne fe cocffa de cette chimere qu’aprés la mort de 
Merfenne. 

Quoiqu’il en foie , celui-ci crut retrouver la mé- 
thode des indivifibles dans l’ouvrage géométrique de 
la quadrature du cercle, & il intenta à l'Auteur l’ac- 
eufation de Plagiarifme ; comme lî , quand le fait 
feroit vrai , il ne fuffifoic pas que parmi les décou- 
vertes que Grégoire s’attribuoic , ou qu’on lui attri- 
buoit , il ne fût jamais parlé de celle de Cavallerius. 
Or jamais cet Auteur, ni fes Difciples , ni perfonne, 
hors Merfenne , n’a dit que la méthode des indivifi- 
bles fe retrouvât dans l’ouvrage en queftion. Ils ne 
l’ont pas dit , & ils n’ont pu le dire , parce que cette 
méthode n’y eft pas , & s’il faut le dire , n’étoit pas 
digne d’y être. 

Cette méthode étoit une vraie enfance & un bé- 
gayement, fi l’on veut, de la fcience renaiffante , fe- 
lon M. Leibnis. L’enfance eft ordinairement naïve, 
ingenieufe , mais peu exaéie & peu développée , la 
Géométrie de Cavallieri a tous ces traits. Elle eft in- 
genieufe fans difficulté , mais fi embrouillée, fi em- 
maillottée en quelque forte , Ct peu géométrique , fi 
philofophique , que jamais la Géométrie ne l’auroit 
adoptée. Ci on n’avoit trouvé ailleurs de quoi la cor- 
riger & l’éclaircir: illafalfa , dit Ainfcom , tiifi «lia 
rcducatur s ut à pluribus ojltnfum efl. 

Une preuve évidente que la méthode de Grégoi- 
re eft fort differente de celle de Cavallerius , c’eft 
que tous les Géomètres ayant rejette celle-là , celle 
de Grégoire a tout d’un coup paffé fans que perfonne 
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air même incidente ni reconnu le moindre rapport 
des deux méthodes, fi ce n’eft Merfenne, qui voyant 
Je fuccès de cette derniere,$‘efl:avifé de la vouloir con- 
fondre avec l’autre pour l'attribuer à celui des deux 
Auteurs qui piquoit le moins fon émulation. 

Une nouvelle preuve , & en même tems une cho- 
fe tout-à-fait de conféquence à Ravoir , & qu'on eft 
bien fâché d’avoir apperçuë fi tard : c’eftque les nou- 
velles méthodes en (ont là encore , que toutes les fois 
que l’on les prefenre dans le point de vue de Grégoire 
de S. Vincent & d’Archimede , elles ne trouvent au- 
cune contradiction , & que c’eft par-là qu’elles en- 
traînent dans leurs conclufions les plus habiles Géo- 
mètres; au lieu que dès qu’on fait luire, comme on 
ne le fait que trop , le côté Philofophique des indi- 
vifibles , aufli-tôt tout le public & plufieurs Géomè- 
tres fe révoltent , & crient au Paradoxe l à la contra- 
diction ! à l’erreur l 

Ainfcom caraéterife aflez bien les deux méthodes. 
III a } dit-il, additione infinitorum indivifibilium , ut fie , pro- 
cédât : bec duiïum reffangulorum in invicem verè geome - 
tricum Jeu multiplicationem cominet. Voilà la différence, 
la même qu’entre l’addition & la multiplication , l' ad- 
dition numérique &C la multiplication géométrique , qu’en- 
tre un Arithméticien & un Géomètre: ce qui dé- 
montre de plus en plus la juftefTe du jugement de M. 
Leibnis, l’Arithmetique n'étant que l’enfance de la 
Géométrie , & l’addition une efpece d’enfance par 
rapport même à la fimple multiplication , comme la 
(bultradtion par rapport à la divifion. 

Ida, continue Ainfcom , ab una fpecie quant itatis ad 
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alidm nec geometricè nec demonfirativ'e procedit , hxc géo- 
métrie* vereque arcbimedœâ perficitur exhaufiione. Apres 
tout les deux méthodes fonda méthode d’Archime- 
de j l’une manquée, & l’autre élevée plus haur.Ca- 
vallerius a voulu prendre cette méthode d’Archime- 
de, mais la Géométrie lui a manqué plutôt que le 
génie, car il paroît en avoir eu beaucoup : mais il n’a 
làilfla chofe que par un petit coin ; elle lui a com- 
me échappé en la faifilfant : au lieu que Grégoire a 
comme empoigné , comme embrafle l’ancien fiftê- 
me dans toute fa plénitude, avec cette force de génie 
& cette capacité géométrique qui l’égale à Archi- 
mède, lors même qu’il en emprunte quelque chofe. 

Aufli doit-on bien remarquer que la méthode de 
Cavallieri n’a été entre lès mains qu’une petite mé- 
thode, une méthode de doétrinc plutôt que d’inven- 
tion. C’étoit comme un petit filet d’eau détourné , 
fuffifant à peine pour la culture du petit nombre de 
découvertes que l’antiquité avoir mifes au jour. Tout 
ce qu’a pu faire fon Auteur parfon moyen , a été de 
remanier par cette maniéré , par cette façon les 
anciennes découvertes s & en paflanc on remarque- 
ra que tous ceux qui s’en font tenus à la première 
idée des indivifibles, n’ont jamais pu s’élever plus 
haut qu’à la fécondé ou troifiéme façon des vérités 
déjà découvertes par d’autres : au heu que la mé- 
thode d’Archimede, élevée par celle de Grégoire, a 
paru un grand fleuve, plein & abondant qui du pre- 
mier pas a rempli deux m-folio pour le moins de 
vérités toutes neuves & de l’ordre le plus élevé. 

Tout cela revient toujours au témoignage de 
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M. Leibnis, l’enfance n’étant en aucun genre l’âge 
de rien enfanter , & ne pouvant jamais , quelque 
nourriture quelle prenne , s’élever au-delTus de la 
propre fubftance. Mais à ce témoignage clair & 
bien prononcé de M. Leibnis , nous ajouterons le 
procédé précis & géométrique de M. Newton. Il 
faut croire que les deux Auteurs prochains & im- 
médiats de la nouvelle géométrie , auront connu 
la vraye bafe fur laquelle elle s’eft élevée, la vraye 
fource d’où elle a découlé. 

C’eft cette bafe , c’eft cette fource que ce célébré 
GeometreAnglois établit & conftate lui-même en 
1 1. lemmes generaux ,dès la première feélion de 
fon premier livre des Principes Mathématiques de la 
Philofophie naturelle, où, lans prefqu’aucun calcul , 
il fe fert conftamenc delà nouvelle Geometrie pour 
la découverte & la démonftration delà belle & pro- 
fonde fcience Phylîco-Mathematique dont il efl: 
comme le Créateur. 

Il donne ces lemmes fous le titre de Méthode des 
premières & dernicres raifons propres à démontrer 
toute la fuite de fon Ouvrage , de metbodo rationum 
primarum ultimarum , cujus ope fcquentia demonjiran- 
tur. Comme cette feétion eft toute parallèle à ce 
que Grégoire appelle la troiùéme partie des dutlus , 
on remarquera ce titre, tertio. pars univerfales quafdam 
commet Vropojitiones , reliquis plané fondamentales , qui- 
bus corporacx duSiibus or ta inter fecomparantur. On va 
voir le grand rapport de ces deux titres , & qu’ils 
annoncent le même delTein, & le même but Géo- 
métriquement immédiat : Car Newton va cnfuite 

plus 
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plus loin , à un but Phyfico-Mathematique, qui ell 
fon unique but dans ce bel ouvrage. 

Grégoire termine cette troihéme Partie par une 
Scholie où il dit que fon principe ou fa théorie efl: 
très-univerfelle , & que pour éviter les répétitions & 
l’ennui, il a voulu y renfermer en peu de mots 
toute l'affaire de l’exhauftion. Tbeorema jam demon- 
flratum univerfalijjimum efl . . . ne igitur idem difeurfus 
in fmgulis propofitionibus labore inutili , & cum molefliâ 
levions repetendus effet , placuit totum exhauflionis nego~ 
tium , ç/c. 

M. Newton termine de même la feétion lem- 
matique par une feholie , où il dit qu’il a mieux ai- 
mé donner ces lemmes pour éviter l’ennui des de- 
monlfrations ad abfurdum des Anciens : Pramijî vero 
htc lemmata ut effugerem radium deduce&di perplexas de - 
monjlrationes , more veterum Geometrarum, ad abfurdum. 
Or quelles font les démonftrations que les Anciens 
réduifoient à l’abfurde , Ci ce n’efl: celles qui regar- 
dent l’affaire de l’exhauftion? Le but préfent des deux 
Auteurs , efl: donc d’ériger en théorie direéfe & gé- 
nérale l’exhauftion ancienne ,8c ils font parfaitement 
parallèles dans leur titre initial , & dans leur feholie 
finale. Il s’agit fur-tout delà théorie mitoyenne. 

M. Newton déclare lui-même que la méthode 
qu’il a fait regner n’eft point celle des indivilîbles ; 
parce que cette méthode eft trop dure 8c une pure 
hypothefe philofophique , durior eji indivifbilium hj~ 
pothejis , & qu’elle n’elt pas allez Géométrique , &• 
propterea methodus ilia minus Geomctrica cenfetur : ce qui 
l’a obligé de recourir aux premières & aux dernieres 
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raifons des quantités naiffantes & évanoüiflantcs : 
malui demonjlrationes rerum -fequentium ad uhimas eva- 
nefcentium futrtmas & rationcs , &c. Il n’eft donc plus 
queftion que de voir ce qu’il entend par ces premiè- 
res & dernières fommes & raifons. 

La méthode d’Archimede étoit une inferiprion 
& une circonfcription de Poligones à l’infini , qui fe 
confondoient enfin en derniere raifon avec la courbe. 
La méthode de Grégoire procédé au(h par les Poli- 
gones inferits & circonfcrits , mais par les derniers 
qui fc confondent avec la courbe : & M. Newton 
ne parle non plus dans fes lemmesqued’inferiptions 
& de circonfcriptions indefinies de Polygones con- 
fondus , ultimo , in ultimâ ratione avec la courbe. Eft- 
il queftion de rien de pareil dans la méthode deCa- 
vallieri ? 

Mais les Poligones du Géomètre de Syracufc font 
des Poligones ordinaires , inferits par leurs an- 
gles & circonfcrits par leurs côtés , des Poligones con- 
caves en dedans, convexes en dehors , ou dont tous 
les angles font faillans. Différence effcntielle par 
où la méthode Flamande s’élève au-deffus de la Sici- 
lienne, ou de la Grecque qui lui fert de bafe. Les Po- 
ligoncs de Grégoire , tant les inferits que les circon- 
fcrits , ont leurs angles alternativement faillans & 
rentrans en forme d’échelons ou de marches d’efea- 
lier. Trouve-t-on rien de pareil dans la méthode 
Italienne des indivifiblcs ? Mais on le trouve & pré- 
cilément le même dans la méthode Angloile , & 
en général dans toute la méthode , moderne , Fran- 
çoife , Allemande, Européenne en un mot. 
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L’œil même ne peut s'y méprendre. Qu’on envi- 
lâge Jes figures des lemmes Newtoniens , fur-touc 
des quatre ou cinq premiers , on les verra prétifé- 
ment les mêmes que celles de la troisième partie du 
DuSîus Grégorien. Or les Propositions font les mê- 
mes , les conclusions les mêmes , le raifonnemenc 
le même : Les figures inferites & circonfcrites diffé- 
rant entr'elles par une Somme de pluSieurs petits re- 
ctangles dans ï'unc & l’autre méthode , & les deux 
Auteurs s’attachant également à prouver que cette 
Somme eft égale à un reétangle qui a été fait j dans 
la conltruétion , moindre qu’une grandeur donnée, 
dato minus , dit l'un & l’autre Auteur. 

Et de-là l’un & l’autre , multipliant les petits 
reCtangles à l’infini , concluent que le reCtangle 
qui leur eft égal , & qui eft l’excès de la fi- 
gure circonScrite fur l’infcrite, eft infiniment petit , 
nul , ou minus quam datum quodvis , dit Newton , 
ou minus quocumque dato , die Grégoire. Et de là en- 
core ils concluent enfin que les trois figures , l’infcri- 
te , la circonfcrite & la courbe mitoyenne fonc 
égales, dit le Géomètre Flamand,/» ratione ultimi 
aqualitatis , dit le Géomètre Anglois, ou ultimoæqualcs. 

Remarquons au relie , que quiconque liroit M. 
Newton d’un œil diftrait, ou ignorant , ou malin, 
& le verroic tranché par tout de reCtangles infini- 
ment minces qui rempliffent les figures infci fies & 
les circonfcrites , s’imagineroit facilement qu’il fuie 
Ja méthode des indivifibles , tandis qu’il nous aver- 
tit lui-même qu’il ne la fuit pas à caufe de fon cara- 
ctère dur, hypothétique & peu géométrique. Mer- 
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ferme n’a point eu d’autre raifon pour croire que 
Grégoire avoir fuivi cette méthode. C’eft ainfi que 
nou» avons vû qu’on avoir crû le Livre des Princi- 
pes de Kl. Newton tout plein de calcul. Qu’il y a 
peu de Leéteurs qui lifent dans un Livre ce qu’ils y 
lifent en effet ! & qu’en Géométrie , fur-tout , il cft 
rare qu’on ait les idées précifes de ce qu'on croit 
fçavoir le mieux, & dont on fe mêle fouvent de dé- 
cider même en Auteur dogmatique! 

Une remarque plus importante &plus inftruéti- 
ve que celle-là , c’eft que la feule forme des Poligo- 
nes infcrirs& circonfcritsde Grégoire deS. Vincent, 
cette forme d’échelons qui ne paroîtrien, a été dé- 
cifivc pour la naiffance des nouveaux calculs, le dif- 
férentiel & l’intégral , & pour toutes les méthodes 
analytiques des tangentes , de maximis minimis -, 
des perpendiculaires , des quadratures, des rectifica- 
tions qui en dépendent. Peut-être tout cela feroit- 
il à naître encore fi la méthode en étoit reftée aux 
Poligones parallèles d’Archimede , qui ne different 
de la courbe que par des fegmens mixtilignes , ou 
aux fîmples indivihbles de Cavallieri , dont pour cet- 
te raifon précife la méthode étoit inféconde, & une 
pure méthode de doétrine. 

Mais dès que les Polygones inferits furent à éche- 
lons , la figure même prefenta d’un côté un reétan- 
glcqui étoit l’éiement de la quadrature de la cour- 
be , ce qui donna le calcul intégral, & de l’autre côté 
un petit triangle dont les deux cotez intetieuis 
étoient la décompofîtion naturelle des cotez infi- 
niment petits de la courbe ; exprimant leur pofition 
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oblique, les angles du Polygone , lapofuion des tan- 
gentes , & la rectification même élémentaire de cet- 
te courbe , d’où réfulta le calcul différentiel & tout 
ce que les nouveaux calculs ont de plus merveilleux. 

On a beau dire , beau vanter les nouveaux cal- 
culs comme s’ils étoient tombés du ciel , ou infpirés 
par révélation , ou dûs à un rare & puifTant effort 
d’imagination. On n’invente que de proche en pro- 
che , Ôc les plus hautes decouvertes font les mieux 
préparées. Dès que le petit triangle infinirefimal 
eût paru entre la Courbe & le Polygone à échelons, 
le célébré Barrow le remarqua, ôc les très-celebres 
Newton & Leibnis, fans avoir eû tropbefoinde fe don- 
ner le mot, le mirent en calcul , füivantla maxime 
Cartefiennc qui avoit prévalu, de tout mettre en 
calcul ; maxime meme déjà appliquée aux Infini- 
ment petits par l’illuftre M. de Fermât , & même à ce 
petit triangle par Barrow. 

Aynfcom a quelque chofe encore à nous dire 
en réponfe à fon P. Merfenne au fujet de l’ac- 
eufation de Plagiarifme. C’eft que la méthode de 
Grégoire de S. Vincent étoit publique & publiée 
avant celle de Cavallicri : Voici le fait. Grégoire 
étoit excêmement vieux lorfqu’il donna fon grand 
ouvrage, & on comprend bien que la plupart des 
grandes parties de cet ouvrage , & fur tout fa grande 
& primitive méthode de DuSlu dévoient être faites 
long-tems avant qu’il les publiât. 

Aynfcom attelle que le livre de Duclu , où efl: 
cette méthode, fut compofé enifiiii que deux ans 
après, c’eft-à-dire, en 1 3, l’Auteur l’envoya à Rome s 
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Griembergerus fon ami & habile Gcometre pour l’e- 
xaminer : chofedonc les lettres de celui-ci font foi 
avec bien des témoins qui vivoient lorfqu’Aynfcom 
écrivoit jentr’autres un certain Guillaume Boelmans 
Difciplede Grégoire, lequel Boelmans étant Profef- 
feur de Mathématique, fit en 1634, imprimer 
une thefe dans laquelle il quarroit la Parabole par la 
Méthode de Duttu de fon Maître. 

Ainfi la Méthode qu’on veut avoir été prilè de 
Cavallerius , a été compofée 1 4 ans , envoyée à 
Rome 1 1 ans, foutenuë en thefe , & publiée un an, 
avant que celle des indivifibles ait paru. Caria date 
du livre de Cavallerius eft de 1635 : cela eft bien 
décifif , & fait bien voir l’injuftice de Merfenne , &: 
de tous ceux qui ont affeété d’embroiiiller ce poinc 
d’Hiftoire. Car on l’a affeélé & très-affeéié ; on en 
a les preuvesen main qu'on produira pour peuqu’on 
en'foit requis , ou forcé par quiconque s’obftineroit 
déformais de perpétuer la même injuftice. 

Après cela comment foupçonner un homme qui 
a fait un nombre innombrable de découvertes très- 
fuperieures à celle des indivifibles , de s’être rendu 
plagiaire pour fi peu de chofe. Car cette méthode 
d’Exhauftion, la feule chofe par où Grégoire refTem- 
ble un peu à Cavallerius, n’eftque la moindre partie 
de la méthode de Duttu , qui confifte à former les 
corps & de très-nouveaux cotps à double courbure 
parla multiplication dedivers plans diverfement po- 
fés à plomb les uns à côté des autres : multiplication 
locale & de tête quiembraflela génération des corps 
par le gliflement d’un plan fur un autre, & va beau- 
coup au-delà. 
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Or cette méthodeencorc<& Duftu n'eft pas elle- 
même la moitié de la grande & generale méthode 
.de l’Auteur , laquelle embralfe plufieurs méthodes 
toutes grandes, mais moins generales ; celle des pro- 
portionalités , celle du calcul des rapports, celle des 
fériés géométriques, celle de comparaifon,ou com- 
me il l’appelle , de fymbolization , «Sec. La vérité 
perce tôt ou tard. Il viendra donc un tems où 
on ne pourra croire l’excès d’injuftice que le fie- 
cle précèdent a fait à cet Auteur, ni comment on 
a pû s’y méprendre en faveur d’une infinité de pe- 
tits Auteurs qu’on a enrichis ou qu’on a fouflerc 
qui fe loient enrichis de le s dépouilles. Qu’on 
fouille , qu’on creufe , qu’on compare j plus on étu- 
dira le détail de tout ceci , pluson admirera cet Au- 
teur : car nous ne pouvons en parler encore qu’en 
general & d’une maniéré afTés vague. C’eft une 
mine & un vrai Pérou. Venons à la dilpute deDef- 
cartes & des autres. 

Ce fut Daniel Lipflorp de Lubec qui l’engagea , & 
qui la foûtint avec aflez peu de iuccès pour lui Ôc 
pour fon maître , qui le feroit bien palfé de fe com- 
mettre avec des gens de la force de ces Géomètres 
Flamands. Cardans fa Lettre de Stockolm, Defcar- 
tes, en faifant des civilités à Grégoire, & en rabaif- 
fant beaucoup devant lui le fieur Ægide Roberval , 
comme un homme de peu d’elprit & un trop foi- 
ble adverfaire , s’étoit contenté d’infinuer qu’il n’ap- 
prouvoit pas la quadrature du cercle de l’ouvrage 
géométrique , ce qui n’engageoit aucune difpute. 
En effet , la choie en ctoic reliée là , & Ainlcom 
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même avoir rendu la politefle à Defcartes en le qua- 
lifiant de Algebrifla egregius. Mais Lipftorp , fc met- 
tant imprudemment entre Defcartes & Grégoire,, 
comme font volontiers lesDifciples des grands Maî- 
tres pour fe fignaler, Lipllorp paria & fit parler fon 
Maître , & la guerre fut auffi-tôt déclarée. 

Ces paroles indiferettes de ^Lipftorp fe trouvent 
dans les Specimina Philofopbix Car te fiant , imprimés en 
i 6 s 3 . S’il fc fut contenté d’y louer Defcartes abfo- 
lument & fans aucune comparaifon odieufe , il ne 
pouvoir en trop dire. Defcartes eft fans difficulté un 
très-grand Homme , grand Métaphificien , grand 
Dialeéticicn , grand Phyficien , fur-tout, grand Al- 
gebrifte au relie, & même grand Géomètre. Car 
il étoic lui-même plus folidement Géomètre que 
n’ont voulu l’être fes Seébateurs trop affiervis au cal- 
cul. Mais un Difciple ne fe modéré gueres fur la 
gloire de fon Maître , perfuadé que l’éclat en rejail- 
lit fur lui, d’autant plus qu’il eft plus vif. 

Lipftorp difoit entr’autres chofes que » ce qu’il y 
» avoir d’admirable dans Defcartes , étoit que par 
» la finguliere pénétration de fon efprit , il avoir pu 
» fans difficulté déterminer ce qui étoit pénétrablc 
» ou impénétrable à l'efprit humain , Si fi un pro- 
» blême étoit pofiïble ou impoffible : quid humanoin - 
» genio pervium effet, quid non ; an problcma aliquod poffi- 
» bile effet , an minus. C’eft pourquoi , ajoütoit Lipflorp , 

»> ce grand homme n’a jamais touché à ce problê- 
« me fi refafié de la quadrature du cercle : Car il Je 
” connoifioit fi rebele & fi heriffé que c’étoit perdre 
*> fa peine ôc fon tems que d'en chercher la folution. 

» Deforte 
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» Deforre que le vafte ouvrage de Grégoire de S. 
» Vincent ne l’ayant arrêté que trois jours , il y dé- 
» couvrit la fource erronée unique d’où toutes les 
« autres erreurs ont découlé , unïcum in eo errons fon- 
» tem , ex quo reliqui omnes frnnanurunt , notavit. 

Cette critique j pareille à celles qui font le plus à 
la mode de nos jours , étoit infiniment cavalière & 
offenfante, étant abfolument denuée de preuves, 
& tout-à-fait du goût de celle de Merfenne. On ne 
traite point comme cela un Auteur refpeétable , &c 
un Ouvrage fi plein de fublimes découvertes. On ne 
fçait point comment Grégoire de S. Vincent prit la 
chofe. Mais le Difciple de Defcartes trouva dans 
Ainfcom un Difciple tout aufli zélé que lui pourfon 
Maître. Ainfcom cependant étoit un homme d’hon- 
neur , incapable de pafTer les bornes d’une légitime 
défenfe, & qui ne pouffa la récrimination tout au 
plus qu’à une petite ironie fine& ingenuë. 

Il ne s’inferivit en faux contre aucun des éloges 
abfolus qu’on donnoit à Defcartes. Mais il dit li- 
brement ce qu’il penfoit de la méthode Cartefien- 
ne d'Algebre & de Calcul. Il avoir accordé à Défi 
cartes le titre d’Algebrifte habile , Algebrifta, egregius. 
Defcartes , ni Lipftorp n’en avoient tant dit en fa- 
veur de Grégoire : Ainfcom ne retraéta point cet 
éloge , mais il s’en tint là , & en continuant de re- 
garder fon adverfaite comme louable d’avoir per- 
fectionné ou inventé l’Algebre , il regarda cette Al- 
gèbre comme une petite reffourcc pour aller plus 
loin dans la Géométrie. C croit le préjugé du tems : 
nous avons vû que c’étoit auffi celui de M. Nevv- 
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ton ; & nous avons dit nos raifons en favéur de ce 

préjugé qui eft auflî le nôtre. 

Ainlcom applaudit donc à la fagefTequeLipftorp 
attribuoit à Deîcartes , de n’avoir jamais tenté l’af- 
faire des quadratures : »»Non , dit il, quelles foient 
« impolfibles ou impénétrables à l’efprit humain , 
» mais parce que connoiflant bien Jes bornes & 
« les limites de fon Algèbre , fed quia Algebra ftu 
terminos ac limites probe nofcens , il la jugeoit peu 
« capable de Ce méfurer avec un problème h élevé, 
« illam tam fublimis problematis folutioni imparem videret 
* & qu’apparemment il avoit défelperé d’en venir 
« à bout par la Géométrie ordinaire , communi autem 
« Geometrid idem perficere fe pojje defperaret. 

Ainfcom ajoute avec railôn qu’il eft furpris que 
Defcartes ayant découvert cette prétendue fource 
d’erreurs dans l’ouvrage géométrique en queftion , 
ne l’ait pas publiée ou fait connoître au moins à quel- 
qu’un , & à Lipftorp même qui auroit pu s’en faire 
honneur, fuppolè que Defcartes jugeât cet honneur 
trop au delTous de fa gloire. Pour le moins , falloit- 
il charitablement détromper le public, auprès de 
qui l’autorité de Defcartes , qui eft comme fur-hu- 
maine pour fes partions, auroit été d’un grand poids 
pour le détromper d’un Ouvrage qui , félon 1 ex- 
prefTion de Meibom , tenoit enchaîné tout l’Uni- 
vers , cum ab autoritate Carte (ii , quæ apud illos penèfu- 
prà humavam ejl , non lève momentum res ea habitura 

r t • A 

Cependant Ainlcom , fier qu’on n’attaquat un 
Ouvrage géométrique que par voye d’autorité , 8c 
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par des raifons & des convenances philofophiques , 
triomphoit &c fe confirmoit de plus en plus dans la 
bonne opinion qu’il avoir de Ion Maître & de Ces 
quadratures , donc il paroît plus perfuadé que fon 
Maître même. Vhilofopbicas ratïones , dit-il , & ne [cio 
quas congruentias afferre , dum de re Géométrie À pronun - 
tiandum , ineptum plane abfurdum eji. 

On peut pourtant un peu exeufer Defcartes , qui 
du refte avoit eu la lige diferetion de ne rien ha- 
zarder là-deflus dans le public. L’évcnement entraî- 
ne les fages , & les plus grands Phiiofophes ont pei- 
ne à fe défendre de toutes fortes de préjugés popu- 
laires. L’efpric de l’homme eft ainli fait que touc ce 
quieft un peu difficile il le traite d’impoffiblej & 
que tout ce que bien des gens ont fbuvent tenté 
lans aucun fuccès, lui paroît unechofè à l’épreuve de 
toutes les tentatives. La quadrature du cercle eft cer- 
tainement jufqu’ici au-deifus de tous les efforts qu’on 
a faits pour y parvenir. 

Peut-être n’y a-t-il point eu de grand Géomètre 
depuis Euclide jufqu a Archimede , & depuis Archi- 
mède jufqu’à Grégoire de S. Vincent inclufivemenc » 
qui n’ayent travaillé toute leur vie pour la trouver. 
Depuis ce tems là on y a peut-être un peu moins 
travaillé en général -, on affure pourtant que M. 
Newton s’y eft exercé toute fà vie ; & du refte les 
quadratures en général , & la quadrature du cercle 
en particulier , ont été le grand objet de la nouvelle 
Géométrie. Il paroîc cependant qu’elles ne font pas 
l’objet propre du calcul , & qu’au moins l’Analyiè 
Carceftenne n’alloic point-là. De foi l’Analyfe eft 
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bornée à ce qu’on appelle des Problèmes , Problèmes 
linéaires , en prenant cette expreffion dans un fens 
un peu étendu. Defcartes ne pouvoit pas tout faire, 
& c'étoit beaucoup que de corriger le mauvais goût 
de fon tems. La Géométrie y étoit dégénérée en un 
petit calcul Algébrique & en petits problèmes qui 
n’avoient pour objet que les propriétés abftraites des 
nombres. Defcartes ramena le calcul à la Géomé- 
trie , & aux problèmes géométriques, à déterminer 
des points , à trouver des lignes , à ce qu’on appelle 
les lieux géométriques & la conftruétion des équa- 
tions. Ces problèmes par leur fubtilité valent bien 
peut-être toute autre forte de Géométrie ; mais ce 
ne font que des problèmes , des moyens & non un 
but , des moyens même inutiles & frivoles , & qui 
cefTent d’être des moyens dès qu’on s’y arrête com- 
me à un but : ce font des pratiques fpeculatives & 
idéales , plus difficiles même que les plus fubeiles 
théories. 

Enfin la Géométrie Cartefienne ne paffa jamais 
cette borne , & peut-être même ne l’aurions-nous 
point encore pafiee , vu l’afeendant que prit d’abord 
la méthode Cartefienne : mais Grégoire de S. Vin- 
cent avoit par trop de découvertes & de nouvelles 
vûës ouvert la véritable carrière , & montré le vrai 
but & la vraie Géométrie, qui confifteà méfurer les 
corps , les furfaces & les lignes , & par conféquenc 
à trouver des quadratures : Car fous ce nom géné- 
ral de quadratures on entend la méfure de ces trois 
fortes d’étendues. 

Defcartes donc nourri au calcul , à l’algcbre , aux 
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problèmes , & voyant que tous les efforts qu’on 
avoir faits pour la quadrature du cercle avoient 
échoué , ne doutoit pas apparemment quelle ne fût 
impofTible , & s’applaudifToit comme d’un trait de 
prudence & de fagefl'e , de s être jette dans un genre 
de Géométrie qui l’éloignoit peut-être plus qu’il ne 
penfoit du vrai but. 

Cependant le Livre de Grégoire de S. Vincent 
parut & excita en naifTaht de grands mouvemens 
dans les efprits. Le premier jugement de Defcartes 
fut fans doute celui que Lipftorp rapporte , que l’Au- 
teur avoit manqué le but comme les autres -, & com- 
me l’Ouvrage étoit vafte 3 il crut que fur quelque 
faux principe Grégoire avoic entafle bien des erreurs: 
non-feulement Defcartes , mais tout Géomètre un 
peu au fait , fans être même perfuadé de l’impoffi- 
bilité, &c fur la feule connoiffance de l’extrême diffi- 
culté du projet , porte le même jugement de tout 
nouvel Ouvrage qu’on lui préfète fous le titre de la 
Quadrature du Cercle. 

Etoit-ce la peine de lire un Ouvrage bâti fur un 
faux principe 3 aboutifTant à un Paralogifme , & tout 
femé par conféquent de groffiercs erreurs ? Defcar- 
tes vrai-femblablement jetta les yeux fur l’ouvrage 
géométrique » le parcourut des yeux , mais ne le lut 
pas. Les trois jours qu’on dit qu’il s’y arrêta , ne font 
apparemment que pour la forme & pour une certai- 
ne bienféance. Avoir lu un ouvrage Ci vafte & Ci plein 
en trois jours s n’étoit pour Defcartes même que 
l’avoir effleuré des yeux. 

Comme même le principe d’erreur en queftion 


Ixxviij DISCOURS 

n’eft qu’en idée , que le courant de l’ouvrage eft 
fort fain , & que s’il y a des erreurs elles font en pe- 
tit nombre &c uniquement dans la conclufion , & 
dans le morceau final des quadratures , c’eft-à-dire , 
dans les trente ou quarante dernieres pages de tout 
l’ouvrage , il efl: clair que pour trouver ces erreurs , 
il auroit falu parcourir un enchaînement de près de 
deux mille Propositions, nouvelles & profondes , 
herifTées même & difficiles : chofc tout-à-fait impof- 
fible en trois jours , ou même en trois mois , alors 
fur tout que rien de tout cela n’avoit été remanié ni 
éclairci : Car aujourd’hui quelqu’un qui fçaitun peu 
les nouveaux calculs , fçait prefque tout fon Gré- 
goire d’avance, ôe peut le lire facilement en peu de 
mois. 

Le lire ! ou le parcourir des yeux pour y reconnoî- 
tre les chofes qu’il fait déjà ! Car il y a railon de dou- 
ter , qu’un efprit accoutumé au calcul fût capable 
non-feulement de Impatience , mais même de l’at- 
tention & d’une certaine pointe de pénétration , 
que demande une fuite de raifonnemens diftinéts , 
articulés & bien énoncés par de vrayes fyllabes , de 
vrais mots, un vrai difeours. Et fur ce pied Defcartes 
lui-même auroit eu peiné à fê captiver à lire un 
ouvrage de pure Géométrie de l 'étendue de celui- 
ci. Et on peut croire que la perfuafion où il fut d'a- 
bord de la quadrature manquée, augmenta en lui la 
répugnance qu’il avôit à cette letture , & qu’à fon 
tour cette répugnance confirma tout-à fait cette per- 
fuafion : & qu’ainfi Defcartes n’avoit jamais lu ce 
Livre ni en trois jours ni en mille , lu au moins pour 
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en juger d’une maniéré digne de lui, & de cette fa- 
çon décifive que lui prête Lipftorp. 

L’Ouvrage avoit pourtant des Partifans &des Ad- 
mirateurs, &c Defcartes avoit les fiens aulïj , &étoic 
un Maître en Ifraël. Defcartes étoit même homme à 
entrevoir un nombre de découvertes & de fublimcs 
vérités qui brilloient dans cet Ouvrage. Voilà les 
principes fur lefquels il fe gouverna dans tout ce que 
le commerce du monde l'engagea de faire ou de 
dire en public ou en particulier fur cet Ouvrage. En 
public & dans les dilcours qui pouvoient revenir à 
l’Auteur ou à fes Difciples , comme la Lettre de 
Stockolm que nous avons rapportée, Defcartes parla 
obligeament de l’ Auteur, & rechercha fon amitié, 
fe contentant d’infinuer fon fentiment fur le point 
parriculier de la quadrature circulaire. 

Mais en particulier , & devant fes Difciples affi- 
- dés qui fans doute le prcfloient de s’expliquer & n’a- 
voient les yeux que fur lui , en attendant l’Oracle 
pour juger eux-mêmes d’un Ouvrage qui renoit tou- 
te l’Europe fçavante enchaînée , en fervitude ou en 
fufpens. Defcartes , obligé de parler clair & en Maî- 
tre , crut fans doute pouvoir hazarder le jugement 
définitif , que Lipftorp eut l’imprudence de faire 
éclater. 

Defcartes ne fut pas le fèul grand Géomètre , qui 
fe laifla impofer par le préjugé general de l’impoffi- 
bilité de la quadrature ; quoiqu’il fût un des plus re- 
fervés à faire éclater fon jugement ou fon préjugé 
contre l'Auteur ; relerve qui fait fentir elle feule Ci 
fuperiorité fur tous ces grands Géomètres. M. Hu- 
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guens de l'Académie Royale de Paris , & le P. Leo- 
taud Jéfuite, inférieurs en ce point à Defcarres, mais 
fupérieurs aux AA*** Sc aux autres critiques, paf- 
fant à l'Auteur tous fes préliminaires , toutes fes 
vrayes découvertes , c’eft-à-dire , tout fon premier 
volume & plus des trois quarts & demi du fécond , 
ienfermerent fagementJeur critique ou leur exa- 
men dans le morceau final des quadratures. Hu- 
guens fit un Livre expies pour en découvrir le faux : 
Ce Livre porte le nom Grec de tarant ou exetafis, 
critique ou difeuflion. 

Cette critique , non plus que celle de Leotaud 
ne demeura point fans réponfe. Ainfcom fidèle à 
fon Maître le défendit tela omnia contra , Sc ce qu’il 
y a de furprenant le défendit bien , Si perfonne ne 
put alors Ce vanter d’avoir découvert le faux ou le 
foible des quadratures de S. Vincent. La plupart n’y 
trouvèrent d’erreurs que celles qu’ils fubftituerent 
eux-mêmes à cellesqu’ils y imaginoient Si qu’ils vou- 
loient abfolumcnt y trouver : Or ce qu’on ne put 
faire alors, perfonne ne l’a tenté depuis, Si les vrayes 
beautés de l’Ouvrage gagnant d’un autre côté la 
Géométrie , Sc l’habitude de lire les Livres de pure* 
Géométrie fe perdant à force de calcul , le gros du 
public Géomètre perdit de vûë Grégoire Si l’er- 
reur même de fes quadratures -, ceux qui auroient pû 
en découvrir le défaut ayant intérêt à faire oublier 
jufqu’au nom même de l’Auteur , c’eft-à-dire , 
de la mine où ils puifoient de quoi embellir leur 
calcul. 

J’ai dit 1 e foible Sc le defaut des quadratures de 

Grégoire: 
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Grégoire : Car Lipftorp , AA***, Merfenne , 
Meibom, Alexis Sylvius , Huguens, Leotaud,De£. 
cartes , outrèrent les chofcs en voulant y découvrir 
des erreurs , 8c furtout des fources d’erreurs. Ils n’y 
en découvrirent point , mais le comble du Parado- 
xe fut qu’ils ne pouvoient pas même y en décou- 
vrir, parce qu’il n’y en avoit point , fi ce n’eft un 
petit nombre de la part de l'Imprimeur , donc 
AA*** eut la gloire d’en découvrir une qui lui at- 
tira un fincere remerciment de la part de l’Auteur. 

C’eft ici une efpece de prodige ou de merveille 
de l’elprit humain , qu’on ne prie perfonne d’ad- 
mirer ni de croire avant que de l’avoir vérifié de lès 
propres yeux. Eft-il croyable qu’un Auteur ait entre- 
pris de trouver la quadrature du cercle , que pen- 
dant cinquante années il l’ait fuivie de très-près, & 
comme de porte en porte , par toutes fortes de rou- 
tes nouvelles 8c de fentiers efcarpés, à travers trois , 
ou peut-être fix mille propofitions , & que tous les 
plus grands Géomètres d’un fiécle entier où la Géo- 
métrie a été extrêmémentcultivée,ayent trouvé dans 
ce labyrinthe une multitude innombrable de vérités 
fublimcs & fécondes fans pas une erreur , 8c que 
l’Auteur n’ait manqué que fon dernier but fans ja- 
mais s’égarer dans le chemin y qu’il ait manqué ce 
but en le faifilTanc , qu’il l’ait faifi fans le prendre , 
qu’il l’ait pris fans le tenir ? 

Il eft tems d’éclaircir ce myftere 8c de réfoudre ce 
problème qui n’eft pourtant pas fans exemple dans 
la Géométrie. Grégoire a donné la quadrature com- 
me Euclide & Archimede l’avoient donnée, 8i 
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comme les plus grands Géomètres de ce fiecle l’ont 
donnée, non ablolument, mais hypothetiquemenr. 
Euclideou Archimede ont démontré que le cercle eft 
égal à un triangle qui a pour bafe fa circonférence, 
Sc pour hauteur (on rayon , que la circonférence eft 
égale à la tangente de la fpirale , que la iphere eft 
égale à un cône qui a fa furface pour bafe, &pour hau- 
teur fon rayon , que la futface fphcrique eft quatre 
fois le cercle générateur , que le cylindre eft. triple 
de lafphere & du cône , &c. C’eft ainfi que Torri- 
celli a démontré, ou tout autre , que laCycloïde eft 
triple du cercle générateur; Grégoire, que la tangen- 
te de la parabole donne la rectification du cercle ; 
M. Newton, qu’une infinité de courbes étoient quar- 
rables , en fuppofant la quadrature du cercle ou de 
telle autre de ces courbes , &c. 

Voilà tout le myftere , & la maniéré dont notre 
Auteur a quarré le cercle fans le quarrer ; comme 
qui mefureroic une chofe par une mefure immefu- 
rable elle- même ou inconnue enfin ; Auteur plus 
admirable au refte , aptès setre fi avant engagé 
dans un fi tortueux dedale, d’avoir retrouvé pour 
en fortir la porte par où il y étoit entré , que fi le 
hazar4 l’avoit fait aboutir , comme il pouvoir arri- 
ver , à l'ifiùë par où il avoit prémédité de fortir avec 
fon butin ; puifqu’enfin il en eft toujours forti,finon 
fans gloire, du moins fans aucun deshonneur & fans 
payer aucun tribut à l’erreur, & en remportant mê- 
me avec allez de gloire de bons lambeaux de cette 
riche toifon. 

Il vient de nous échaper que le hazardauroit bien 
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pu conduire l’Auteur à l'ifluë de Ion projet , comme 
G nous penfions que la quadrature du cercle fût une 
chofe poflible à trouver. Et pourquoi ne le pen fe- 
rions-nous pas en effet ? Defcartes l’a crue fans doute 
tout-à-fait impofTible. Aujourd’hui cette idée parole 
la plus répandue parmi nos Géomètres , & M. de 
Fontenelle qui eft un des plus célébrés a infinué dans 
les élemens de la Géométrie de l’Infini , pp. y i 3 , 
& 1 4 > une efpece de démonftration de cette impofi 
Gbilité. 

Mais , outre que l’ingenieux Auteur eft bien éloi- 
gné de donner fa démonftration pour géométrique, 
ou même abfolument pour une démonftration re- 
guliere d’aucune efpece , & que toute cette théorie 
Métaphyfique découle du principe d’un infini nu- 
mérique, dont on a démontré le faux , il n’y a pas 
d’incomcnenfurabilité qui empêche le rapport du 
diamètre à la circonférence, ou du quarré au cercle , 
d’être un rapport fini & déterminé affignable de foi 
& déterminable par conféquent. 

Une preuve même fans répliqué , que toutes ces 
efpéces diverfes d’incommenfurabilités aufquelles 
on veut élever le cercle , font fauflës , c’eft que la 
quadrature d’un cercle infini, ou d’une portion infi- 
niment petite d’un cercle fini, eft poflible , & même 
déjà donnée ( Mathem. ttniverf. pag. C j 1 : ) ce qui 
feul démontre que l’incommenfurabilité de la qua- 
drature eft de la première efpece , & fans doute de 
la feule réelle , de la feule au moins qui foit dé- 
montrée. Car cette incommenfurabilité eft telle 
que l’infini la fait difparoître & reparoître tour 
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tour; témoin la diagonale & le côté dont les quarrés 

fbntcommenfurables, les cubes incommenfurables, 

&c. 

Après cela l’incommenfurabilité n’empêche pas 
qu’on ne trouve tout aufli facilement par la Géo- 
métrie les incommenfurables que les commenfura- 
bles , l’incommenfurabilité n étant pas tant une dif- 
ficulté géométrique qu’une impoflibilité Arithméti- 
que j qui vient de l’imperfeétion des nombres com- 
parés avec l’étenduë, dont ils ne fçauroient expri- 
mer les richcffes , n’étant faits que pour marquer 
fes bornes , & ne pouvant jamais repréfenter fa gran- 
deur abfoluë qui eft infinie. 

S’il y avoir diverfes efpeces d'incommenfurabilité 
plus élevées les unes que les autres , elles fe fervi- 
roient les unes aux autres comme de contregardes 
ou d’avant-murs. On ne pourrait approcher de la fé- 
condé qu’après avoir atteint la première , & comme 
on ne pourrait qu’approcher de la première fans ja- 
mais l’atteindre, toute approche de la fécondé, &à 
plus forte raifon de la troifiéme & delà quatrième, 
ferait abfolument interdite. La quadrature eft donc 
de la première efpece d’incommenfurables , puif* 
qu’on en approche d’auffi près qu’on veut, d’aufh près 
enfin que de la racine par exemple, de 3 , de j de 6, 
&c. fans jamais rencontrer de mur ou de fofré qui 
barre le chemin, & qui en tienne éloigné d’aucune 
diftance déterminée. C’eft peut-être ici une démon- 
ft ration contre les ingenicufesconjeéturesdufçavanc 
Académicien. 

Perfonne n’a donc démontré ni même gueres en- 
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trepris de démontrer Pimpoflîbiiité de la quadrature 
du cercle. Mais on a fouvent entrepris de démon- 
trer, & tous les plus célébrés Géomètres ont fuppofé 
la poflîbilité de cette quadrature. Mais nul ne l’a 
tenté avec plus de fubtilité & de profondeur qu’un 
certain Auteur Allemand ou Flamand , Dilciple ou 
Contemporain de Grégoire de S. Vincent :fon nom 
eft Délia faille. C’eft dans une fimple Thele de Ma- 
thématique qu’il a fait voir que le centre de gravi- 
té d’un Arc , ou d'un Segment circulaire étant don- 
né , le cercle feroit quarré. 

C’eft-là une quadrature hypothétique & une de9 
belles découvertes particulières du dernier fiede. 
Dira-t on qu’un arc ou un fegment de cercle n’ont 
point de centre de gravité ? Le contraire eftdemon- 
ftratif. Il faut cependant donner aux choies leur va- 
leur , & convenir qu’il n’y a pas plus de démonftra- 
tion géométrique de la pollibilité que del’impoflibi- 
lité de cette quadrature, Sc que feulement cette pot- 
fibilité eft démonftrative, & l’impolfibilité fimple- 
ment préfumée,parce que le cerclecomme toute au- 
tre courbe a une quadrature , c’eft-à-dire , eft égal 
à une figure quarrée ou reétiligne , & que fa capa- 
cité eft déterminée entre des limites qu’on afiigné 
& qu’on raproche, fin on infiniment, du moins à 
l’infini. 

Quelques prétendus Géomètres ont imaginé que 
le cercle échappe par la courbure , d’autres par fon 
uniformité , par fa perfection : comme fi nous ne 
quarrions pas bien d’autres courbes , ou comme fi 
la quadrature du cercle n ’écoit pas irréparablement 
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liée à celle de 1 elliple , de l'hyperbole, & d’une in- 
finité d’autres courbes non uniformes, non parfaites, 
bizarres même , ôc même reétilignes. Car le cercle 
eft égal à un triangle qui a pour hauteur le rayon & 
pour bafe la circonférence; & qu’on ne dife pas que 
cette bafe eft fi&ice & que la circonférence ne peut 
fe redrefler,puifqu’elle eft démontrée égale à la tan- 
gente naturellement droite de la fpirale , ou de la 
parabole. 

Sous la forme même circulaire Si entre des lignes 
purement circulaires , ne quarre-t-on pas la lunule 
d’Hippocrate & les diverfes portions , félon toute 
raifon donnée ? Grégoire de S. Vincent n’a-t-il pas 
réduit avec un art merveilleux des corps circulaires 
& non circulaires qu’il a cubés , & dont il a quarré les 
furfaces circulaires ? L ellipfe cylindrique de Lalou- 
Itre n’eft-elle pas quarrée ? 

A quoi tient-il donc qu’on ne quarre le cercle ? fi 
nous fçavions precifément à quoi il tient , dès ce 
moment il ne tiendroit plus à rien. Nous ôterions 
l’obftacle s’il étoit clairement reconnu , & dans le 
cas de l’impoffibiliré , nous fçaurions qu’on ne peut 
l’ôter , Si le problème feroit rcfolu , même par fon 
irréfolubilité démontrée. Mais fi nous ignorons la 
difficulté précife , & le moyen précis approprié pour 
la furmonter , nous fçavons en général la route qu’on 
peut prendre pour y arriver , & celle qu’on a prife 
jufqu’ici pour arriver à d’autres quadratures , finon 
suffi difficiles , qui avoicnt au moins leur degré de 
difficulté. 

Car tout cela ne peut rouler que fur la différence 
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du plus au moins de difficulté. Et comme notre uni- 
que but dans une fi longue Préface , n’eft & ne peut 
être que d’ouvrir les vrayes fources de l’invention 
géométrique , d’en montrer le vrai but , d’en indi- 
quer les vrais moyens , il eft temsque nous recueil- 
lions de tout ce qui précédé une méthode d’étudier 
& de cultiver la géométrie , qui nous mène au 
but ou à des chofes au moins auffi importantes 
que le but particulier & précis de la quadrature du 
cercle. 

On peut abfolument fe palier d’arriver à ce but , 
fi on ne regarde que l’ufage pratique de cette qua- 
drature , puifqu’on en approche autant qu’il le faut 
& qu’on le peut dans cette pratique ufuelle. Mais 
on ne doit pas, malgré cela , cefl'er d’envifager ce 
but , puifque la providence femble y avoir attaché 
les autres découvertes , & les avoir toutes femées 
fur le chemin qui y conduit , & qu’enfin en toutes 
fortes d’opérations fpirituelles & méchaniques l’hom- 
me a befoin de fe propofer un but élevé. 

Car il eft élevé , & nous ne devons pas en diffi- 
muler la difficulté à ceux à qui nous le propofons , 
étant bien éloignés, en aiguillonnant le* pufillani- 
mes, de vouloir trop encourager les préfomptueux. 
Ce font les Géomerres habiles qui font ici les pufil- 
lanimes , parce qu’ils fentent en effet la difficulté : 
& il n’y a que les petits génies , les demi-Géometres 
qui entreprennent la quadrature avec trop de con- 
fiance , fans prendre prefque aucun des moyens nc- 
ceflaires pour en furmonter la grande difficulté : de 
tels gens n’arrivent pas au but, & ne cueillent me- 
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me fur le chemin aucune autre efpece de découver- 
te , mais un nombre d’erreurs pareilles à celles que 
Defcartes foupçonnoit & que Roberval , Merfenne, 
Huguens vouloient trouver dans Grégoire de Saine 
Vincent. 

Prennent -ils même le vrai chemin , ces cher- 
cheurs de pierre Philofophale plutôt que de qua- 
drature ? munis à peine d'un peu de Géométrie élé- 
mentaire , ils errent au hazard , portant la préemp- 
tion & l'ignorance jufqu a dire que le hazard pourra 
bien un jour enfanter cette grande découverte, &: 
qufe ce fera peut-être un médiocre Géomètre de 
bons fens qui fera le coup. Car, difent-ils , les pré- 
tendus grands Géomètres y font trop de façons &c 
c’eft du rafinement que toute cette Algèbre , cette 
haute Analyfe , cet infini équivoque , ces fèétions 
coniques, ces courbes , &c. Voilà en vérité de beaux 
titres pour entreprendre une découverte de cette 
force, que des peut-êtres & des hazards préparés pat 
une médiocrité de genie ôc de fcience avec une dofe 
de bon fens, comme fi le bon fens alloit-là 1 

Mais c’eft ce hazard qui mérité un bon éclair- 
ciflement , parce qu’il a pafle comme en pro- 
verbe parmi même les Philofophes & les Géorne- 
ires habiles , & dans les Livres comme dans le 
difeours , que c’eft le hazard qui fait les découver- 
tes , & que ce fera peut-être un ignorant en Géo- 
métrie qui trouvera la quadrature en queftion. 

Nous ne voyons pas cependant qu’un Phyficicn 
fafle des découvertes géométriques , ni qu’un Géo- 
mètre purement Géomètre en fafle de Phyfiques , 

ni 
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ni un Horlogeur dans Ja Peinture , ni un Peintre 
dans la Mechanique , ni un Mechanicicn dans la 
Chimie , ni un Chimifte dans la Théologie , ni un 
Théologien dans la Médecine : chacun en fait dans 
fon metier & dans la fphere qu’il habite. Or cha- 
que fphere generale a fes fpheres particulières & fub- 
alternes , ou fes divers degrés d’élévation -, Jupiter 
a fes Satellites diverlement éloignés de (on centre , 
félon le dégré de leur pefanteur. La fphere terreftre 
même a fes couches & lès élemens. Si les animaux 
faifoient des découvertes , nul hazard n’en feroit 
faire aux Poiflons dans l’air, ni aux Oifeaux dans l’eau. 

De même celui qui ne fçait que les élemens d’Eu- 
clide & qui ne eonnoîc que la ligne droite ôc le cer- 
cle , n’ajoûtera jamais aux propriétés des lésions 
coniques j l’Arithmedcien ne perfectionnera jamais 
l’Algebre , le fimple Algebrifte n’enrichira poinc 
d’une nouvelle formule le calcul infinirefimal , l’A- 
ftronome ne trouvera point le palfage de l’Europe 
à la Chine par les mers du Nord , ni le Géographe 
la conciliation de l’immobilité de la terre avec Ibn 
tranfport autour du Soleil. Et par une fuite naturelle 
un petit efprit ne fera point de découvertes de l'or- 
dre le plus élevé , ni un demi Géomètre de celles 
qui demandent une profonde connoilfance de la 
Géométrie , ni un pareflèux de celles qui font le 
fruit d’un grand raifonnement , d’une longue mé- 
ditation , d’un travail épineux, pas plus qu’un hom- 
me qui fera à la Chine fera la découverte des mines 
du Potofi. 

Chaque but a fon chemin , chaque fin a fon 
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moyen , chaque ouvrage a Ton travail , chaque pro- 
blème a Ton degré de difficulté qui demande un de- 
gré de genie & de capacité. Un Géomètre monté 
par Ton efprit & par fa fcience , c’eft-à-dire , par Tes 
connoiflfances naturelles & acquifes au niveau de la 
quadrature du cercle , peut bien ne pas la trouver , 
s’il ne la cherche pas , ou s'il fe jette , même en Ja 
cherchant, dans des (entiers qui l'en écartent malgré 
lui fie comme fous-main , fans qu’il s’en apperçoive. 
Il peut auffi fort bien la trouver comme par hazard fie 
fans la chercher d’une maniéré expreffe fie fans y 

Mais ce n’eft jamais qu’un demi hazard , puifque 
la caufe précife fie unique pourquoi il la trouve , eft 
parce qu’il a du genie, parce qu’il a de la fcience , 
parce qu’il s’applique, parce qu’il connoît fon objet, 
qu’il s’y affectionne , qu’il le manie, qu’il le tourne 
& le retourne , qu’il l’envifage de tous les côtés , de 
tous les fens, parce qu’il penie jour & nuit à des cho- 
fes qui y font liées, qui y ont des rapports prochains, 
qui de foi y aboutiffcnt.Celui qui découvrit les mines 
du Pérou, étoit au Pérou , dans l’endroit même où 
étoit la mine , ôc parce qu’il arracha un arbuiie qui 
tenoit à la mine; il n’y eut à cela d’autre hazard qu’en 
ce qu’il n’y penfoit pas; c’eft-à-dire , en ce qu’il ne 
connoiffoit pas la mine avant que de la connoître. 

Pour trouver donc la quadrature du cercle , ou 
enfin quelque chofe d’équivalent , il faut fe mettre 
à portée d’y atteindre , laiffant à faire au hazard le 
moins qu’il eft poffible , c’eft-à-dire, uniquemenc 
la derniere démarche , qui confifte à ne la recon- 
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noître qu’au moment qu’elle fe préfente ; mais à le 
metcre en état de la reconnoître alors , & de ne pas 
la manquer. Car celui à qui la mine fe découvrit 
après qu’il eût arraché l’arbufte , n’en auroit pour- 
tant jamais fait la découverte s’il n’avoit eu des yeux 
pour la voir , & un cfpric même pour la difcerncr, 
s’il n’eut connu l’Or, s’il n’avoit même eu quelque 
connoiflance de l’Or en mine. 

Il s’agit donc de favoir le degré précis , ou géné- 
ral au moins , de genie 8c fur-tout de capacité , re- 
quis pour être à portée de cette découverte ou de 
toute autre découverte géométrique de pareille e/pe- 
ce. Et pour cela il faut fçavoir à peu-piès le degré 
de difficulté du Problème. Par exemple, la quadratu- 
re de la Lunule d’Hippocrate eft évidemment du pre- 
mier degré , pui/qu’on l’a découverte dès le com- 
mencement & dans un tems où la Géométrie ne 
fournifloit que des fecours de l’ordre le plus bas 8c 
une grande modicité de vues Géométriques , c'eft- 
à-dire, la /impie Géométrie d’Euclide, le triangle 8c 
le cercle , la réglé 8c le compas. 

Au lieu que la quadrature de la Parabole, quarrée 
d’abord parle fecours extraordinaire de laméchani- 
que, 8c enfuire d’une maniéré plus géométrique par 
Grégoire de S. Vincent , mais par un ordre de Géo- 
métrie plus élevé 8c par les /èéhons coniques, cetto 
quadrature étoit du fécond ordre de difficulté 
moins : Car le génie extrêmement élevé d’Archime- . 
de 8c deGregoire même,peut avoir abailfé tout d’un 
coup au fécond degré , ce qui pour les bons e/prits 
ordinaires auroit été peut-être du trois ou qua- 
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triéme. Cependant il paroît qu’il n’y faloit que la 
connoiflance un peu profonde des feétions coniques, 
fuivant la nature du problème , comme il ne faloit 
à la lunule que le cercle & le triangle. 

La trife&ion de l’angle & la duplication du cube 
appartiennent évidemment au troifiéme ordre de 
difficultés , parce qu’il y faut non-feulement la con- 
noilfance (impie des feétions coniques , mais leur 
comparaifon & leur complication aufli. L’ancienne 
Géométrie d’Euclide & d’Apollonius cherchoic en 
vain la réfolution de ces problèmes : ilsn'étoientpas 
mûrs même pour le grand Archimede à moins que 
fon genie ne fuppléât aux moyens géométriques du 
troifiéme ordre , par quelque moyen extraordinaire 
pareil à celui qui lui avoit donné la quadrature delà 
parabole. 

Mais admirons la témérité des chercheurs de pro- 
blèmes de profeffion , qui , fans pouvoir fe dater du 
genie d’Archimede, & fans aucune connoifTance des 
feétions coniques, ni d’Apollonius, ni de Grégoire, 
cherchent pourtant toujours la trifeétion & la dupli- 
cation par la Géométrie d’Euclide, par la réglé fie le 
compas , quoiqu’il foit décidé que les problèmes 
font du troifiéme ordre au moins , & qu'ils foient 
même refolus autant qu’ils peuvent l’être. 

On ne peut pas prétendre à définir les ordres con- 
fecutifs avec précifion ; mais en regardant Euclidc 
, comme un premier ordre de Géométrie & de 
moyens géométriques , Apollonius comme le fé- 
cond , Archimede comme le troifiéme , fit Grégoire 
de S. Vincent comme le quatrième, & leur a(fo- 


Digitized by Google 


PRELIMPN AIRE. xciij 
ciant , fi l’on veut, leurs ordres collateraux de calcul 


qui font comme des moyens de moyens , afl'ocianc 
Diophante à Euclide , Vieteà Apollonius, Defcar- 
tçs à Archimede , Newton , Leibnis ôc tous les 
nouveaux Analyftes à Grégoire , & remarquant en- 
fin que la quadrature n’eft au niveau d’aucune de ces 
quatre Géométries , & qu’elle s’élève au-deffiis de 
ces quatre ordres , on peut tirer ces conclufions. 

i °. Quelle eft au moins du cinquième ordre de 
difficulté. i°. Que pour y atteindre, il faut, fc 
mettre au niveau de ces quatre ordres de géométrie, 
les fçavoir & en être bien pofleffieur : Et peut-être 
même, 3 0 . s’élever au-deffius de ce quatrième ordre 
à peu-près comme Grégoire s’eft élevé au-deffiis 
d’Archimede par l’invention de plufieurs moyens 
géométriques nouveaux , & par une amplification 
de la Géométrie ou de la matière géométrique. 

On dit peut-être , & c’eft pour la confolation de 
ceux qui cherchent la quadrature, ou qui veulent le 
fignaler par des découvertes d’un ordre un peu élevé, 
&qui ne foient pas de (impies corollaires de celles qui 
ont précédé. Car on peut douter fi le calcul auquel 
on a aflujetti toute la géométrie moderne , n’a pas 
épuifé d’un côté le génie de fes inventeurs , des Défi 
cartes , des Leibnis , des Newtons , &c. & fi d’un 
autre côté il n’a pas émouffié un peu les elprits fub- 
alcernes ; & fi enfin tous ces grands hommes re- 
cueillant les découvertes des quatre ordres de pure 
Géométrie qui avoient précédé, en prenant fur tout 
l’efprit , & en ffiivant le même fil d’invention , 
n’auroient pas atteint déjà tout-à-faitle but, dont iî 
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y a grand lieu de croire que Grégoire de S. Vincent 
n’étoit pas éloigné. 

C’eft dommage que la vafte étendue de cet Au- 
teur > l’ait mis comme hors de portée , pour la plu- 
part de ceux qui ont cultivé depuis ce tems-là la 
géométrie , &que ceux qui ont pu Je lire, ayent été 
trop fenhbles au détail de Tes découvertes , & à la 
gloire qui pouvoir leur revenir du talent qu’ils 
avoient de les remanier par le cacul. Moyennant 
cela prelque perfonne n’a pû ou voulu fe donner la 
peine d’embralfer le corps entier de l’Ouvrage : per- 
lbnne n’en a pris le plan général , le fyftême , l’ef- 
prir. 

C’eft cet efprit , le même que celui d’Archime- 
de, d’Apollonius , d’Euclide, de toute la faine anti- 
quité, qui pouvoir feul, & qui pourroit feul enco- 
re aujourd'hui ranimer I’efpoir de la quadrature , 
en réveiller les étincelles , en revivifier les femer.- 
ces. Car on a beau dire qu’en chemin failànt , Gré- 
goire a femé mille théories qui ne fe rapportent 
point à cette quadrature: Il n’y a pas une propofi- 
tion dans tout cet immenle ouvrage qui n’aille très- 
direélement à ce but , qu’il s’étoit propofé dès le 
commencement, & qu’il n’a pas perdu un feul in- 
ftant de vûë. 

La géortaetrie a- t-ellc d’autre but après tout? Tout 
Auteur fyftematiquc qui cultivera cette fcience de 
tête & avec connoiffance de caufe , fans trop maf- 
quer fon objet de calcul , aboutira toujours là , ou 
tournera neceflairement toutautoifr. Le calcul tour- 
ne , mais ne fait que tourner comme par un cercle 
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dont elle eft le centre. La méthode ancienne qui eft 
celle du genie & du raifonncmcnt clair & articulé , 
tourne peut-être , mais en approchant 3 comme pat 
une fpirale , dont il faut efperer que les retours ne 
feront pas infinis en nombre ni en étendue. 

Un préjugé avantageux , que ces approches ont 
un centre auquel on arrivera enfin & peut-être bien- 
tôt , fi on fuit la vraye route -, c’eft que le mouve- 
ment qui porte à ce centre, eft un mouvement vé- 
ritablement ceq,tripete & accéléré. Apollonius en- 
chérit beaucoup fur Euclide, Archimede à propor- 
tion autant fur Apollonius , & Grégoire pour le 
moins autant fur Archimede. Un cinquième en- 
cherifleur de cette force pourra bien atteindre au 
but. 

Mais il en doit coûter à ce cinquième, s’il faut 
qu’il ente fbn génie fur celui de ces quatre Auteurs, 
fur tout s’il eft fi difficile d’embraffer le vafte ouvra- 
ge de Grégoire de S. Vincent. Il en doit coûter fans 
doute pour faire mieux que n’ont fait de fi grands 
hommes : mais on pourroic fe contenter de la ré- 
ponfe , qu’une grande entreprife demande un grand 
courage, une grande hardiefle , un grand travail. 
On ne veut cependant décourager perfonne. S’il fa- 
Joit lire Grégoire d’un bout à l’autre , on pourroit y 
trouver de la difficulté , non qu’abfolument le ftile 
de cet Auteur foit difficile , ni fes propofitions lon- 
gues & embaraflees ; mais parce que le total de 
l’Ouvrage eft long , & que ce ftile ancien purement 
géométrique & de pur raifonnement , de pure idée 
demande à la longue une forte attention dont tout 
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le monde n’eft pas capable , à moins qu’on ne vou- 
lue fe furmonter d'abord un peu pour en prendre 
l’habitude ; ce qui ferait bien le mieux. 

Le ftile du calcul qui couvre le railbnnement & 
enveloppe les idées eft plus alTorti , avons-nous dit, 
au commun des elprits : actuellement même la plu- 
part en ont l’habitude , & quand on a cette habi- 
tude , il n’eft pas aile de fe façonner à l’ancien ftile. 
Heuteufement Grégoire de S. Vincent, Archimede 
& les autres de ce ftile ont été mis. & remis mille 
fois en calcul. On peut donc les étudier d’abord 
par là fi on ne fe fent pas la force de les étudier en 
eux-mêmes : mais à condition qu’on les étudie en- 
fuite bien en eux-mêmes , fi l'on veut en prendre 
l’efprit , & l’efprit d’invention qui eft un efprit d’i- 
dée , de reflexion , de méditation, de raifonnement, 
efprit tout-à-faic entravé , émouflé , éteint dans le 
calcul. 

Voici donc l’ordre d’étude que l’on confeilleroic 
à quelqu’un qui auroit le courage 5c le goût de le 
rendre folidemenc Géomètre. Ce feroit en général 
de commencer par le calcul , & de finir par la pure 
Géométrie en les entremêlant peu à peu pour netre 
pas trop efclave du premier , ôc fe familiarilêr in- 
fenfiblement à la dernicrc. 

Par exemple on étudicroit Euclidc par le calcul 
dans Lamy , Malezicu , &c. On Je parcourrait en- 
fuite fans calcul dans-Tacquet, Dechales , 3cc. On 
le rendrait après cela un peu profond dans l’Arith- 
metique, l’Algebre, l’Analylè 5c dans toutes les 
grandes parties du calcul , qu’il auroit fuffi d’ébau- 
cher 
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cher un peu pour l'intelligence d’Euclide. 

De- là on pafleroic aux Sedtions coniques de M. de 
l'Hôpital, & enfuite à l’application de l'Algebre à la 
Géométrie par M. Guinée. On viendroittour de fui- 
te à la Géométrie de Defcartes , qu’on liroit d’abord 
dans l'excellent & très-folide Commentaire du P. 
Rabuel, imprimé depuis peu; & on parcoureroit 
enfuite deux ou trois fois le texte pur de Defcartes. 
On fe jetteroit au foftir de là dans l’Analyfe démon- 
trée du P. Reynaud de l’Oratoire, c’eft aufli un 
bon Livre & un Auteur de l’Académie. 

On fait cependant reflexion , que voilà bien du 
calcul , & qu’on pourroit s’y trop roidir l’efprit & 
que peut-être feroit-il mieux après les Sections coni- 
ques de M. de l'Hôpital de fe jcrter un peu dans 
Apollonius , foit en Original , foit en Commentai- 
re géométrique , dans Archimede , ou même tout 
d'un coup dans l’ouvrage géométrique de Grégoi- 
re, entremêlant la Géométrie avec le calcul , & fai- 
fant déformais marcher de pair, & comme en front 
de bandiere ces deux efpeces de troupes legionaires 
& auxiliaires , infanterie & cavalerie , armes pefan- 
tes & armes legeres;la Géométrie au centre, &: com- 
me au corps de bataille , & le calcul comme fur les • 
ailes , ou à l’avant & à l’arriere-garde , pour ouvrir 
les chemins , pour ébaucher les idées , les détailler 
enfuite , en épuifer les corollaires , & en quelque forte 
faire des prifes & achever la viftoire. 

La le&urc, par exemple , de Rabuel , de Delcar- 
tes , de Reynaud marcheroit en même-tems , que 
Jes Livres du Cercle , de l’Ellipfe , de la Parabole , 
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de l’Hyperbole , de Grégoire de S. Vincent> qui au- 
roic déjà été préparé par la leéture de M. de l'Hôpi- 
tal , & qui rrouveroit Ton Commentaire perpétuel 
dans ces trois ou quatre Auteurs. 

L’Analyfe de l’Infini eft allez à fond dans le fécond 
volume du P. Reynaud. Peut-être après y en avoir 
pris une legere connoiflance, ou même laiflànt-Ià ce 
volume qui a d’excellentes choies , mais qui a bien 
des embarras , fur tout dans fon Traité des Serions 
Coniques : vaudroit-il mieux fe jetter dans l'Arith- 
métique des Infinis du célébré M. Wallis, dans le 
Traité des Sériés de M. Bernoulli , dans l’Analylé 
des Infiniment Petits de M. de l’Hôpital , dans les 
divers morceaux de calcul de M. Newton , & enfin 
dans la fécondé Partie des Infiniment Petits de no- 
tre M. Stone ; entremêlant cette leéture de celle du 
Dufilus plant in planum de Grégoire , Si de tout fon 
fécond volume, qu’on lira allez courament lorf- 
qu’on fera un peu plein de tous ces Auteurs de Cal- 
cul , fur-tout des Seétions coniques de M. de l’Hôpi- 
tal & de l’Arithmetique des Infinis de Wallis, & fi 
l’on veut du Traité des Sériés de M. Bernoulli : on 
pourroit y ajouter aulfi les Seélions Coniques de 
Wallis. 

Caron remarquera que de tous les Auteurs, dont 
la leébure peut le plus lérvir pour l’intelligence de 
l’ouvrage géométrique de Grégoire de S. Vincent, 
M. Wallis efl: celui qui mérite le plus d’être lu. Son 
Arithmétique des Infinis , eft comme le précis Ana- 
lytique de tout cet ouvrage géométrique. Car tandis 
que Koberval , Metfenne , Huguens , Leotaud s’a- 
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mufoienc à éplucher cec ouvrage, & à y trouver des 
erreurs , Wallis plus clair-voyant & plus laborieux , 
s’occupoit folidemenc à le défricher , & à en corn- 
pofer ion Arithmétique, qui eft un excellent Livre, 
& un des meilleurs que nous ayons fur cette matiè- 
re : l’Auteur ayant bien plus vifé à y mettre tou- 
tes ces fublimités géométriques à la portée de 
tout le monde par un ftile Arithmétique , & un 
peu afoibli par une induétion tirée de la métho- 
de des indivisibles de Cavallieri , qu a fe rendre ad- 
mirable par trop de force géométrique d’exhau- 
ftion ancienne , ou par une Algèbre & une AnalySè 
moderne. 

Un Ouvrage dont on ne penfôit point à parler 
ici , & dont quelques perfonnes veulent qu’on fafle 
mention, c'eft celui de la Mathématique Ùniverfelle , 
abrégée à L'ufage à la portée de , &-c. l'Ouvrage eft 
aiïez connu. Mais peut-être fera-t-il bon d’avertir 
ceux, qui feront bien-aifes d 'épargner la multitude des 
Livres, la longueur du chemin, & la difficulté du tra- 
vail ; que cec Ouvrage renferme tout ce qui eft ne- 
ceflaire pour lire Grégoire , Archimède , Apollo- 
nius &Euclide, dont il contient un précis aflez éten- 
du : qu’il a même été fait dans l’efprit d’introduire 
dans la leéture de ces Auteurs anciens, en fuppléanc 
à celle de la plupart des modernes, qui n’ont gue- 
res fait de corps complet de géométrie , & qui font 
du refte extrêmement embarrafles de calcul, decon- 
ftru<ftions,de problèmes, de chofesen un mot non 
démontrées , non démonftratives , & fort peu mé- 
thodiques. 

n ij 


c DISCOURS, &c. 

Quoiqu’il en foit, quand on a une fois lû Wallis, 
de l’Hôpital , Stone , & fi l’on veut Rabuel , ou 
mieux encore, la Mathématique Univerfelle , on ne 
trouve prefque plus rien de nouveau , ni par confé- 
quent de difficile dans tout l’Ouvrage de Grégoire 
de S. Vincent, ni même d’Apollonius & d’Archi- 
inede j & on peut en les lifant d*un efprit libre & fa- 
tisfait, s’attacher déformais uniquement à en prendre 
comme on a dit, le corps, l’efprit, le fyftême , le fil 
de l’invention , & fe mettre tout-à-fait àleur place, 
pour porter plus loin l’Ouvrage de la Quadrature , 
ou en general l’édifice de la Géométrie , félon la 
devife du Géomètre Flamand , Plus ultra. 
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J ’Ai lû par l’ordre de Monfeigneur le Garde des Sceaux, 
un manuferit intitulé : Suite de l' Analyfe des Infiniment 
têtus, de M. le Marquis de l'Hôpital. Comme nous n’a- 
vons en François que très-peu d’Ouvragcs fur le Calcul In- 
tégral , &c qu’on trouvera dans celui-ci les premiers EIcmens 
de ce calcul , expliqués avec beaucoup de clarté : j’ai crû que 
l’imprcflion en i'eroit très-utile. Fait à Paris , ce 24 Mars 
* 733 - 

P I T O T. 


PRIVILEGE DU ROT. 

L OUIS par la grâce de Dieu , Roi de France Se de Navarre : à 
nos amcz Se féaux Confeillers , les Gens renans nos Cours de 
Parlement , Maîtres des Requêtes ordinaires de notre Hôtel , Grand- 
Confcil , Prévôt de Paris , Baillis , Sénéchaux , leurs Lieutenans Ci- 
vils, Se autres nos Jufticiers qu’il appartiendra-, Salut. Notre bien amc 
Pierre-François Giffart, Libraire à Paris , Nous 
ayant fait remontrer qu’il lui auroit été mis en main une fuite de 
l Analpfe des Infiniment petits de M. le Marquis de l'Hôpital . 
Ouvrage fuppUf parle fieur Stone , traduit de /’ Anglois , qu’il 
fouhaiteroit faire imprimer Se donner au Public , s’il Nous plaifoic 
lui accorder nos Lettres de Privilège , fur ce neceflaires ; offrant pouc 
cet effet de le faire imprimer en bon papier Se en beaux caraéteres , 
fuivant la feuille imprimée Se attachée pour modelé fous le contre- 
fceldes Préfenres. A ces causes, voulant traiter favorablement le- 
dit Expofant : Nous lui avons permis Se permettons par ces Préfentes 
de faire imprimer ledit Livre ci-defTus fpecifié , conjointement ou fé- 
parément , Se autant de fois que bon lui femblera , fur papier Se ca- 
raéteres conformes à ladite feuille imprimée Se attachée fous notre- 
dit contrefcel , Se de le vendre , faire vendre Se débiter par tout no- 
tre Royaume pendant le temps de fix années confécutives , à compter 
du jour de la date defdites Prcfentes ; Faifons défenfes à toutes per- 
fonnesde quelque qualité Se condition qu’elles foienr.d’en introduire 
d’imprelfion étrangère dans aucun lieu de notre obéiffance : comme 
auffi d tous Libraires , Imprimeurs Se autres , d’imprimer , faire im- 
primer, vendre , faire vendre, débiter ni contrefaire ledit Livre ci- 
deffus expofe en tout ni en partie , ni d'en faire aucuns Extraits fous 
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quelque prétexte que ce foit d'augmentation , correûion , change- 
rient de titre ou autrement , fans la pcrmiflion exprcITe & par écrit 
dudit Expofant , ou de ceux qui auront droit de lui , à peine de con- 
fifcation des exemplaires contrefaits , de quinze cens livres d’amende 
contre chacun des contrevenans , dont un tiers à Nous , un tiers à 
f’Hôtcl-Dicu de Paris , l’autre tiers audit Expofant , 8c de tous dé- 
pens , dommages & interets ; à la charge que ces Préfentes feront en- 
regiftrées tout au long fur le Rcgiftre de la Communauté des Impri- 
meurs 8c Libraires de Paris , 8c ce dans trois mois de la date d’icel- 
les, que l’imprdfion de ce Livre fera faite dans notre Royaume & 
non ailleurs , 5 c que l’Impétrant fe conformera en tout aux Régle- 
mens de la Librairie, 5 c notamment à celui du dix Avril 1715 ;& 
qu'avant que de l’expofer en vente, le Manufcrit ou imprimé qui 
aura fetvi de copie à l’imprdlîon dudit Livre , fera remis dans le 
meme état où l’Approbation y aura été donnée , ès mains de notre 
très-cher & féal Cnevalier Garde des Sceaux de France , le Sieur 
Chauvelin ; Sc qu'il en fera enfuite remis deux Exemplaires dans no- 
tre Bibliothèque publique , un dans celle de notre Château du Lou- 
vre , 5 c un dans celle de notredit très-cher & féal Chevalier Garde 
des Sceaux de France, le Sieur Chauvelin , le tout à peine de nul- 
lité des Préfentes ; du contenu defquellcs vous mandons 5 c enjoi- 
gnons de faire jouir l'Expofanr ou les ayans-caufe , pleinement 5 c 
paifiblemenr , fans fouffrir qu’il leur foit fait aucun trouble ou empê- 
chement : Voulons que la copie dcfdites Préfentes qui fera imprimée 
tout au long au commencement ou à la fin dudit Livre , foit tenue 
pour dûement-fignifiée , & qu'aux Copies collationnées par l’un de 
nos amez & féaux Confeillers & Secrétaires : foi foit ajoutée comme 
â l’Original. Commandons au premier notre Huillîer ou Sergent de 
faire pour l’éxecution d'icelles tous A êtes requis & nécefTaires , fans 
demander autre permilïion ,6c nonobftant clameur de Haro, Charte 
Normande & Lettres â contraires. Cartel eft notre plaiftr. Donne 
â Paris le deuxième jour de Mai l’an de grâce mil fept cens trente- 
trois , 5 c de notre Règne le dix-huitiéme. Par le Roi , en fon Con- 
fcil. SAIN SON. . 

RegiftrI fur le Regijlr'e VIII. de la Chambre Royale des Libraires & 
Imprimeurs de Paris , N° . 540. fol. 3 36 conformement aux amiens Regle- 
mens confirmée. par celui du 18 Février 17a}. A Paris le 10 Mai 173 j, 

G. MARTIN, Syndic. 


Digitized by Googte I 




45 * 45 * 45 * 45 * 41 * 4 ?* 45 * 45 * 4 ?* 41 * 41 * 45 * 45 * 

TABLE 

DES SECTIONS 

Contenues dans ce Traité. 

Section I. jyj Aniere de réduire les fr allions & 

les quantités four des en fériés in- 
fimes , page i 

Section II. Trouver les Intégrales d'une expreffion 
différentielle donnée , page 18 

Section III. ’Ufage de la méthode des Intégrales pour 
la quadrature des efpaces Curvilignes , 

L page 3 8 

Section IV • Ujage du Calcul Intégral pour trouver 
la rectification des Courbes , page 71 

Section V. Ujage du Calcul Intégral dans la Cuba- 
<$> tton desfolides, dans la quadrature 

de leurs furfaces , page 9 1 

Section VI. Ufqge du Calcul Différentiel Intégral, 

pour trouver le centre de gravité des 
figures y page 1 09 

Section VII. Ufage du Calcul Différentiel Intégral , 


Digitized by Google 


civ TABLE DES SECTIONS. 

dans la recherche des Centres de percuf- 
fion des figures , page i j i 

Section VIII- Réfolution de divers Problèmes far le 
Calcul Différentiel Intégral, page 

U1 


Fin de la Table des Serions. 



SUITE 


Digitized by Google 



SUITE 


L A N A L I S E 

DES 

INFINIMENT PETITS: 

COMPRENANT 

LE CALCUL INTEGRAL. 


SEC1ION PREMIERE. 

La maniéré de réduire les /radions fr les quantités four des , 

en fériés infinies. 

N ne peut trouver les intégrales expri- 
mées par des fra&ions , ou par des quan- 
tités lourdes , qu’en faifant difparoîtrc 
dans les unes leur dénominateur comple- 
xe, dans les autres leur ligne radical, ce qui 
fe fait par le moyen d’une ferie infinie 
comme on va l’expliquer dans les deux 
Problèmes fuivans. 



A 



A N A L I S E 
PROBLEME PREMIER. 


Transformer , ou i^b font des quantités connues dr 

x inconnue , en une ferie infinie pour la dégager 
de fon dénominateur binôme. 

I L faut divifcr b numérateur de la fra&ion par le dénomi- 
nateur-»— hv, ainfi qu’on en ufe dans les fractions décima- 
les , en ajoutant o , à ce qui refte &: continuant cette opera- 
tion jufqu’à ce que le quotient ait 4 , j ou 6 termes. Alors 
vous en pourrez prcfquc toujours trouver autant qu il vous 
plaira en conlidcrant la fuite progreflive de ce quotient , &c 
ce nombre infini ou ferie de termes que vous aurez trouvés 
fera le quotient de la divifion ; mais ordinairement un petit 
nombre de premiers termes fuffifent pour approcher auffi 
exactement qu’il eft neceflaire. 

Exemple premier. 

b - f — 

a 

ix —U 

0 — r 0 

a 

ix ix* 




ix* 

~ü*~ 

ix* 


0 

br 


bx' 

a* 

bx* 


■ 0 

— 

T* 


vr 1 

. tf — f — çrc. 

Car divifant b par a le quotient eft — - multipliant -^-par 
4— fx le produit eft ~-+-^ss é> — f qu’il faut ôter du 

divifeur b , le refte eft e ~ qu’il faut divifcr encore par a 
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DES INFINIMENT PETITS * 

i • lx i 

le quotient feta 7 • Ainfi le produit Je a -4- x fc rh^n . 

bx *bx bx * bx lx 1 

géra en 7- ou r 7 ou -7- qui étant fou- 

lirait du dividende — — donnera e~+ — d’où on voit la fui- 
te de la divifion. Car le quotient conflit c dans une fuite in- 
fime de termes dont les numérateurs ou puifïances de x onc 
pourexpofant un nombre moindre d’une unité que le nom- 
bre qui fert d’expofant à la quantité qui multiplie b : ce qui 
raie connoîtrc que les puifïances de a , ou leurs expofants 
fuivcnt 1 ordre des termes. Par exemple : dans le troiliéme 
terme , 1 expofant de la puifiance de x dans le numérateur 
cil t , celui de a au determinateur cft j. 

Si vous fuppofez la lettre x , la première dans le divifeur , 
alors divifant b par x-+a t comme ci - devant , le quotient 

f J_ la la' la- » T 

îera x — -+ — . — — cnlôrtc qu’on pourra for- 

mer autant de ferics par la divifion , qu’il y a de termes dans 
le divifeur; mais il faut placer les plus forts termes les pre- 
micrs dans le divifeur & dans le dividende fi vous voulez 
former une véritable fcric. 

Par exemple fi b = i , x =i , & 4 = z en fupofant a pour 
la première lettre du divifeur, vous aurez - = — — == j l 

• t ’ *-*i * 

~ t • &c. ce que nous connoi fions être vrai félonies 

principes ci-deflus. 

Mais fi cetoit x qui fut la première lettre du divifeur, alors 
i— TlVï ==I — 1~+4 — 8— f ig dre. ce qui cil faux ; car cette 
ferie diverge &c diffère autant du vrai quotient que le nom- 
bre des termes en cil plus grand ; par exemple le premier ter- 
me i excédé { de f ; deux termes font furpafics de f ; trois 
termes excédent de f quatre termes font furpafics de y , ainfi 
des autres. 




A N A L I S E 

Exemple II. 


a a aax aux * aax' 

b-+x )aa-+o( -j -jr-f-ii JT &c- 


aax 

aa—b — 


~T~ +0 


M* 

"T" 


aax 

~F 


aax 

'~F 

aax' 

’ ~ï r 


aax' 

T~ 


aax 1 as * 4 

**" * 4 
«s * 4 

« -+ -yr . 

Si vous mettez x pour le premier terme , alors le quotient 

sa aal aal' aal' ai . 

fera —, h — — dre. De meme le quotient de la 

fraûion ^ xx donnera i — x 1 — fx* — x ( -+x* dre. ou fi vous 
mettez xx , pour le premier terme du divifeur , vous aurez 
x~ l — x~~ ,i -+x~ 6 — JC -8 dre. 

i i 
% » 

De même fi de la fra&ion — ; vous ôtez par I2 

i-t** — 3* 

diviûon fon dénominateur compofe , vous aurez x x' — 
1 1 

x x — f - 7 x * — 1 3*’--+ 34* * &c. 

Enfin cette fraftion 1-+ '-ax'—\a L x*-+± i a x x* — 

1 — \b x 1 — \b l x * — h^x 6 — ~ ^x % drc . 
dont le numérateur &: le dénominateur font des fcrics infi- 
nies , peut ccrc réduite en une feule ferie , en divifant le 
numérateur par le dénominateur comme dans les fra&ions 
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décimales infinies : ce qui donnera pour quotient 
i-±±bx 1 ~+\b l x*-+l % b'x 6 — dre. 

—\r\ub l — f ^ab 1 ~+^ab^ 

—U 1 —ùa'b—J-.Sb' 

~ ^rs 4 ’ "+j h*'b 

— rb<* + 


PROBLEME II. 


Dégager une exprejfion complexe comme y/ aa- \-xx, de fort 
Jigne radical & U réduire en une ferie inf nie. 

i- T? Xtr ayez la racine comme vous en ufez dans celles 
lai des fraâions décimales en ajoutant les chifrcs & 
en ôtant autant de termes qu’il eft ncceflàire pour trouver la 
fuite de la progreflion ; en lortc que par les termes déjà trou- 
vés vous puifücz continuer de trouver les autres à volonté. 

Exemple I. 


y** 


aa-ïxx{a-+ - — g^I “f- ^ ^ , &c, 


0—bXX 

M* 

XX — h — 


° 4 »‘ 

a* 

~~ 4 '*’ 


8 a» 


** 

<S 4 a s 


8 a» 

_«* 

87 » ' 


« 44 » 

uS 4 ‘ 


_y£ 

64»* 


*4*' *{6a" 


644 * 




, &C. 


Car tirant la racine de a a , il vient — f- 4 pour le premier 
terme de la racine ; enfuite après l’avoir quarré , fouflrayez- 
lc de 44-+** refte ** lequel étant divile par ta , comme 


* AN ALISE 

dans l’cxtraélion de la racine quarree , le quotient fera 

”+ X — pour le fécond terme de la racine , qui étant ajoute à 
2« , & le tout multiplie par — donnera xx— f ~ lequel fou- 

X 4 X* 

lirait d’xx , il reliera — qui étant divifé par ia~+ — 
double des deux premiers termes , donnera pour le troifiéme 
terme du quotient — ^ qui étant ajoûté à 2 a & le 

tout multiplié par — £ produira — ~ — £ -+ 

lequel fou lirait de — ^ le relie fera » ~+£ t — & en 

continuant ainfi vous pouvez trouver autant de termes qu’il 
vous plaira. 

Si xx eft le premier terme de la ferie , alors b racine fera 
*» *' , ** 5 ' 1 ' , 

x ~ ¥ t% 8 *' 1 <Sx< nSx 7 > & C ' 

Ici , aulfi-bien que dans la divifion precedente , le plus 
grand terme de la ferie doit être le premier , autrement la 
racine ou ferie feroit faillie. 

Exemple II. 


x — xx 
x 


il i Z 2 

(* l — i * l — ï * l — ri x 1 1 — tïi x l &c. 


— x l -f}x’ 




x 4 -fXxf 


* 64 




0 — &X«— r ^x 7 

— n x, ^n x ‘^ïïïX 7 -+-rk7**-+n\iiX> 

«—ni* 6 — îÀt*' — . iln*’ 

&c. 
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Exemple III. 
i— LXH-JX 1 — 4*î-+yx+ dre. ( i— x-f at 1 dre. 

T 


o — ix-+ }x l — 4x>-f jat+ dre. 

IX— kv 1 

o-i-ix 1 — 4-v ! -+y^+ dre. 
2.x 1 L*J— f X * 


0 — i*’ — AfX^dre. 

On peut de la meme maniéré extraire la racine cubique 
quarrcc quarrec Crr.dunc quantité fourde , quand bien 
meme elle lcroit une fene infinie. n 

Mais on peut abréger ces extradions aufli-bicn que les di- 
vilions precedentes, par le thcorcme de M. le Chevalier 


Newton dont voici la formulcP— ‘ 

m " „ _ m — i» m — I» 

r 7? O L — . — r* sn f * T» /-> » 


-+-A 


i» ~^r c -^r f “jr* x> *^r+ ^ 

Ou i’-j-P^reprefente une quantité quelconque dont il 
faut chercher la racine ou toute autre dimenfion qui fc 
trouve transformée en une fc rie infinie. P, eft le premier ter- 
me de la quantité: < 4 ^, eft le refte des termes, divifé par le pre- 
mier ; & 7 eft l’cxpofant numérique de la puiffance de P 
-f P JP. Ordinairement A,B y c,D t dre. font employés 
pour figrufier les termes trouvé^ au quotient : Par cxLpU , 

A , pour le premier terme P H -, B pour le fécond ~ A £ 
ainfi des autres. ' 

the^emT 05 CXCmp!cs donncront l’ufagcdc ce merveilleux 

Exemple' I. 

°“ là . c . 
Car dans ce cas P =, aa , Z , w=i , » = 1}A 


A N A L I S E 


i=P "=44* )=4.*( = =-A^)=^ . C(= ï=? B*l) 
JL* , &c. 

84 * ’ 


Exemple II. 


4 ) -+ 4+X *' OU / -f 4 ♦ A' X j-> 

1- -f dans cc cas m=i y n = * 9 P=sa* 

*' 

& J 2 .— — — ’ 


Exemple III. 

_ t 


* J . ? / I **» 4 

» , =ou b* y' — *') =b*~ 

V // — 7 

1±L > cc cas P—y\^= — — m= — i,»—$>A 

W » 


(P”=S' )=S-', = ±.B(ÏAJl: 

V 1 V' 


’JX — X 

r 


Exemple IV. 

l/a~+x* ou a— Vx ’ = 4 * — i- — ’ — f- — * — ^ i -b dre. 

y i 9«' eu 1 

* ü. 

en cccas P— a, «4i= — , >«=4 , n= i ,A { = P n ) 

4 

==<*’, d-f. 

Exemple V. 

L 

OU (IH . x , =4Î-f J4+X-+I0 4ÎXX-fI0 4 l XÎ-t- 
j 4 je 4 — f _v ç . En ce cas P = 4 . «^= — . »» = y , n — i. 


A(=P n ) = 4 J .5 ( = — A «^) = j4 + x. de meme C = 

fl 

fli Ci» 

10 4» XX. D = IO 44 X £=J 4 x*.F=x * & (7 ( = — - — 
*' # 01 » 

pjQ=o Exemple 
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Exemple VI. 

r 1 L i ****', 

OU 4-±x ou a — f JC 1 = h — T, &c- 

fl — t-x fl fl fl «' fl* 

En ce cas P— a , ~ >w = — I , » = I , & ^ 

(=P ïr = 4 * )=4 I= =7 • -» ( = ” r 

x -x- EtC= V- 2>=— 4 , 4*. De 

forte que par ce merveilleux thcoreme on dégage les fra- 
yions de leurs dénominateurs , en même tems qu’on extrait 
leurs racines. 

Exemple VII. 


= J X 4 — f X 


I 3 x 6xx lOx' . 

1 x ~ —< ~ 7 * * Cre " 


Exemple VIII. 


£ . — i , i * i** 

= = b x 4 -f AT * =é X -t4- ; 

V / 4-+.v * T *“ *** 


J 4*‘ ; 

IO J 0*c, 




Exemple I iX. 

4 , f , I lx ilxx 

b * 4 -+ * > =éx — 1 H- rp 

y 5 AJ Jfli IJflX 




4 — hx 


J»x< 


Iljfll 


W> 


M. de Moivre nous a donné dans les T rânfitttions Philo- 
fophicjues * le thcoreme fuivant , foit pour clcver une fcric 
infinie à la puiflancc donnée m , foit pour en extraire la ra- 

■ ■ m 

cine.Par exemple, az—t-bz, 1 — kc ! — t-di ■*-+*;&'— \-fz 6 &c. cft= 
= a m z , m — h 


— 4 m ■ — 1 b z> 

X 


B 


n°. *j o. 
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ir 


-1 w — 1 *" — 3 m — 4 m — 5 ... 

— X x X X X W 

l» 54 5 6 

» «n — t m — 1 m — > m — 4 

H- - — X X X X 4«* — î£+ f 

1 1 I 4 I 

— f x - — ' x x "'ZZl a n — *£; J 

' > 5 i 


m m 1 ip» .x m ? . 

~+ X x X 4 " *£v 



x — 1 x m - — - a m — i b 1 e 
x I 



>i*— i -4 , 

d-f. 





Il eft abfolument neceflàire , pour entendre ce theorcme, 
d’obfcrver tous les termes qui multiplient la meme puiflànce 
de z. : pour cet effet on doit confiacrcr dans chacun de ces 
termes deux chofes ; i°, le produit des puilTanccs quelcon- 
ques des quantités ou coefficients donnés a , b , c , d , dre. 

z 9 , le produit de -p x , dre. qui eft mis devant les 
termes. 

Maintenant pour trouver tous les produits qui appartien- 
nent a la même puiÆmcc z, ; par exemple , pour trouver le 
produit dont l’expofant eft m — f r, ( r étant un nombre entier 
quelconque ) ces produits doivent être diftingués en pluficurs 
dalles. Ces produits , après une certaine puidance a , par la. 
quelle ils commencent , font ceux de la première dalle ; 


ü A N A L I S E 

comme 4«* — cfl un produit de la première clarté , parce 
que b fuit immédiatement a m — 4 . Ceux qui ont c immédia- 
tement après une puiflance d’4 font les produits de la fécon- 
de clarté ; ainfi a m — ’ c c d, eft le produit de la féconde clarté. 
Ceux qui donnent d , immédiatement apres une certaine 
puiflance d 'a , font les produits de la troifiéme clarté ; ainli 
du refte. 

Ceci bien entendu ; l\ Multipliez par b tous les produits 
qui appartiennent à r — 1 } qui précédé immédiatement 

-w-tr } & Jivifez le tout par a. i°. Multipliez par c , &c di- 
vifez par a , tous les produits qui appartiennent à z . m -+ T — 1 , 
excepté ceux de la première clarté. 3 °. Multipliez par d, & 
divilcz par a , tous les produits appartenans à z m ~+’ — J , ex- 
cepté ceux de la première &c de la fécondé clarté. 4 0 . Multi- 
pliez par e , & divifez par a , tous les termes appartenans à 
a »,_f r — + } excepté ceux de la première , féconde Se troifié- 
mc clarté , continuant ainfi juiquà ce qu’on ait trouvé deux 
fois le même terme. Enfin ajoutez à tous ces termes le pro- 
duit de a m — ' par la lettre dont l’cxpofant eft r-+i. 

Nota. L’cxpofant d’une lettre eft le nombre qui exprime 
la place qu’elle occupe dans l’alphabet , comme 3 eft l’cxpo- 
fant de la lettre c. 

Il eft clair qu’on peut facilement trouver par cette métho- 
de tous les produits appartenans a la féconde puiflance de z. , 
fi vous mettez le produit appartenant à z, m comme a m . 

Maintenant pour tiouvcr le produit ( a ) mis devant les 
termes , confidcrez la fomme de toutes les unités qui font 
contenues dans l’cxpofant des lettres qui les compofcnc 
dont il faut excepter l’cxpofant d’d ; pour lors écrivez au- 
tant de termes de la fcric mxm — 1 x m — z &c. qu’il y X 
d’unités dans la fomme des expofans ; cette fcric fera le nu- 
mérateur d’une ftaélion dont le dénominateur fera le produit 
de ces diverfes ferics IXIX3X4XJ j&c. IXZX3X4X3 ère. 1x1x3 
X4 xfx£ ère. dont la première contient autant de termes qu’il 
y a d’unités dans l’cxpofant de b , la fécondé autant qu’il y 
en a dans l’cxpofant de c , la troifiéme dans d , &c. 

Vous pouvez en voir la démonftration dans les tranfaftions 
ci-dcllus citées. Un ou deux exemples donneront l’ufagc de 
ce thcoremc. 


/ \ m m 1 m * J 

(<*) 7 x “ x — - , & c. 
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Exemple I. 

Pour élever à la féconde puiflànccou au quatre cette fé- 
rié infinie 7 -f 7 -f 7 -f ~ , dre. 

En fuppofanc dans cc theoreme m=i *, — y n — — 

’ ** » 

^ 7 à = dre. donc 7 -f 7 -f 7-4 - 7 <ÿ-r. 

ou T» "+ 7. “+ 7, 7 , (ÿ-c. pour le premier terme a"zm 

'= 7 xx x) =— .Le fécond terme — — 1 f, ~,m — 1 

XX I 

( = = 

X* *♦ ' X 1 


- x — 4 — ' J* 


Le troificmc 1 * x Ixi XJÏ 4 

_f __ 4 « — v j ^ 3 *• 

* 1 * 1 4 3 7 î 

= — —fi x — x — X X 4 = — >s= — 

XXX * * < S ,4 


— X - — 1 x a m — ! frt 

} » 3 


7 • 1 W W 7 — 2 

Le quatrième f 


'Je 


" I 

- .—a j 




{ 


lx T x T* xx * — XJTfcsao 

* 5 x 

1x1 xix-x-, x x s = — V JL 

« „ » f i 

z x — x — y *5 = — 

. ** *' xf 

Exemple II. 

Pour quarrer cette ferie infinie 1 — XH-* 1 — f*’-+ &c. fu- 
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pofant dans ce thcorcme m = 2. ,z — x.a = — — i,£=i, 

- - - »• 

f — t d=i , dre. ainfi 1 — x~+x l — x -fx 4 . dre. fera 
=1 — ix-b}x l — 4 AT>-+y*+cff. Car a m z m (== ixr 1 .) 

— I — vx^rxx. “ a m —' bz m ~+ l (= Y x 7 x — x ! ) —ixx 

— ix*. 

" r ÜZl t a m — l b l 


a m — V 




i 


— x — x ix* * x * I 


x — x 
1 1 


U- 


JL x J._ lx ^,x *4 

t * 


X* — f ix 4 , & c. 


Exemple III. 

Pour élever \-x-+x*—x*->cx\&c. à la croificme puif- 
fancc ou au cube. 

Supofcz w= 3. z=x. a= — — i,A=o, f=i>d = o > 

Alors la troifiéme puiflance donnera 1 — 3X-+3* 1 — i-ix* 
J 

$x 4 , &c. Car a m z m ( = 7 — 1 1 x x*) =1— 3*-f 3 xx—x*. 

— 3 —* * 

— - 4"* 1 bzj ^ I xox^M =0 


- X — 1 4^^ 
& x 




m-+ t 


={ 


JXIX- 1 XO l X«J: 


jy 1 XI X X* — 3 X* 6 X* X 3* J | 

jx* — 6 X 4 -f jx 4 
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Et parce que b & d = o. Ainfi le fécond terme du théo- 
rème general fera = o. On peut continuer ainfi , dre. 


Exemple IV. 


Pour extraire la racine d’une feric infinie , où on fupofe 
z=ax~i-bx l — Hx*-+i!ix*-+ex ! , dre. 

Pour trouver la valeur d’x en une feric compoféc d’un 
nombre infini de termes affe&és de*, & délivrés ax. 

D’abord on fupofe x=f z -f bz x -+ KzS -+lz*-+mzl-k- 
nz 6 dre. maintenant par le theoremc x l =f l z, 1 -\-z fh z> 
—\-h x z*-+zhkz^—{-k 1 z 6 
— f zfkz*-\-zf lzl—3-zblz 6 
— f zfmz 6 
dre. 


x i =*f'zJ-+}f l hz,+ -+}fh i z.'-+faz. 6 , dre. 

-4- 3 / l é z * — i- 3 f Hz. 6 

-+6fhkz 6 

x*=f* z* -f 4 f* hz 1 —f 6 f 1 h 1 z s y dre. 
x’—fi -+y f'h z 6 

x 6 —f 6 z 6 , dre. 

Maintenant fubftituant ces valeurs dans l’équation o = 

* ~+ a -v -+bx l — K * 5 - J ràx*-+exl , dre. on. trouve par-là — z 

« , • 

—±4x -f afz~+ahz l — 4- akz'' —4- alz*— f dmz'—+a n z 6 , dre. 
-+bx l = * bf'-z z -+zbfhz)-±bh l z+-+ibflzi—i-bJe l z 6 , 

-4- i-bhkz*-+ibbkzi—\-zbfmz 6 
-K*» = * * -+cf>z)-ï i cfLbz*-+-cfb l zS-l-)cf 1 lz 6 

-+$cf 1 kz i —i- de. 

3 cf'lz 6 
—f 6 f hk z 6 

dx+= * * * -f d/z.4-4- 4 d/Jz,f -f 6 d / 1 h x z 6 

— f 4 d f* k z 6 

— * * * * -+efiz<-+ ief<hz* 


M aintenant fi vous fupofez égale à «,1a fomme de tous les 
coefficicns des termes de cette équation , vous trouverez les 
valeurs des coefficicns/ , b, k, /,»»,», de cette manière. La 

fomme des coefficicns du premier terme ~y£ z fera af— i. 
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dans lequel fi af — 1=0, alors/ = j . Ainfi la fomme des 

cocfficicns du fécond terme z 1 fera ah - 4-/\0 r ah ~ f 

£/ =0> donc h= = —--de la même manière celle du 

coefficient du troifiéme terme étant égal à o, ak-+2.bfh-+ 

cp = o 3 donc *= -' l f h -Z lL — ^,dc même al-+bh 

. — fi — if f* -+ ? f / 1 — d /' 

-+ibflt-¥}Cph-+ dp = o.donnc / “ 

. ** — J _ A ^u mc~ 

a ' — 4 fi _+ a'-rjff •’ 

14S* -+<!i«id Hat' f— t-J «’ (' *’ ' o, - 

me manière w = ^ 5 

_+ 8 4 «t' < — x8 a'ic — rta'hA-+7*'‘A-*7‘>'‘à- , r7*' l '‘''f . 

d" t 

Enfin fubftituant toujours les valeurs des cocfficicns/, h , 
k,l,m,n, dans l’équation propofee * ==/z. -+ h 2, 1 -+ é 

, de- La racine cherchée fera * = — — 

tÜ H- ^-=JLi aî _4- Il ,4 , h- 

a 1 »' * 


Nota. S’il y a quelques te*nes de moins dans l’équation 
propofée , il cft évident que ces termes manqueront égale- 
ment dans la racine i par exemple , fi 2, == a x -+ ex’ -+ ex\ 

C ire. alors x — > & c • Mais fi * =* 


ax-vbx 1 -+cx^-\-dx'-¥ex , > , &c. Alors il arrivera le con- 

. 2 atc aaJ — ixt 1 


i. i , , Î W 
traire ; car x = — — 


4 **. 


« 


1 ° 44M H* j> 4 ff — 4 ; e 

^ J ^ 




SCHOLIE. 
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S C H O L I E. 

j. Ces deux expreflions de la racine d’jr ainfi trouvées, fer- 
viront de règle , pour trouver par fubftitution la racine d’une 
équation infinie propoféc. 

Par exemple , fi on veut extraire la racine de cette équa- 
tion z, =x — — — f — — - — f- — dre. Il n’y a qu’à 

i î 4 S i 'i 

fubftitucr dans la première équation i pour a , — — pour b , 

— a la place de c , — pour d , & — pour e •, vous aurez 

x = z~+ — z** . dre. obfcrvant que la 

» 6 »4 ’ 1 

• i . . * ! *’ x 1 x 9 

racine de cette équation a = x — — — b — — — — f- — 
de. eft * = ,de. en 

mettant dans l’cxpreflion i pour a , — — pour b , — pour c, 

— ^-P our à > & “TP our G &C. 



C 
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SECTION IL 

Trouver les intégrales d'une exprefion différentielle 

donnée. 


De’ FINITION. 

L 'Intégrale d’une expreflion différentielle donnée , cft la 
quantité dont la différentielle eft 1 élément. Comme 
l’intégrale de dx eft x ; celle de d x -+ dp , eft x -±y : l’in- 
tégrale de x dy -\-y dx , eft x j : celle dcwx d x, eft 


x m : celle de ii x " dx, eft 


Corollaire I. 

Ti l- *• 4. Si l’ordonnée PM , (p) d’une courbe , ou ligne 

droite , A M , coupant à angles droits l’afciflc A P ( x ), eft 
multipliée par P p ( d x ) , qui reprefente une différentielle 
quelconque ; alors l’aire A P M fera l’intégrale de cette dif- 
férentielle ; &: au contraire , le rcâanglc formé par l’ordon- 
née P M , multipliée par d x , différence de AP, fera la 
différentielle de l’efpacc A P M. Car ce rcffangle peut être 
pris pour le trapèze P M m p , qui eft la différentielle réelle 
de cette aire : leur différence étant feulement le petit trian- 
gle M m n , qui eft infiniment plus petit que P M m p -, donc 
il peut être négligé , fuivant l'axiome premier , partie pre- 
mière. 

Corollaire *11. 

A 

y. D’où il eft évident que la méthode inverfe des flu- 
xions , ou la méthode des intégrations , revient à celle de 
trouver la fomme d’une fcric. 
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S C H O L I E. 

6. Nous devons obfcrvcr ici qu’une intégrale ne peut 
avoir qu’une différence , mais qu’au contraire une différen- 
ce peut avoir nne infinité d’inrcgrales. Par exemple , l’intc- 
grale a x ne peut avoir que cette feule différentielle a d x : 
mais la différentielle a d x peut avoir une infinité d’integra- 
Ics } car fi on fupofe b , c , d g , &c. des quantités con- 
ftantes , alors a x zL b , a x c , a x ztf, a x it g , &c. 
ou a x zt linc infinité d’autres quantités conftantes , donnera 
pour intégrale non pas feulement a x , mais a x p i or p 
cft une quantité donnée quelconque qui peut reprefenter 
une expreflion compoféc de quantités conftantes. 11 faut en- 
tendre la meme chofc dans toutes les autres exprdlions dif- 
férentielles &: intégrales. 

Comme il cft aile d’élever une quantité à une puiflancc 
donnée quelconque , 3e qu’on n’en peut pas au contraire 
trouver en termes finis la racine quelconque * de même 
dans les différentielles il cft facile de trouver les différences 
d’une quantité quelconque variable , ou compofée de varia- 
bles 3<: de conftantes j mais au contraire on ne peut trouver 
que rarement en termes finis l’intégrale d’une différence 
quelconque ; ainfi comme dans l’algcbre nous avons recours 
aux aproximations pour les racines fourdes qui ne peuvent 
pa; être exactement exprimées ; de même dans les intégra- 
les nous nous fervons de ferics infinies } lorfquc nous ne 
pouvons pas les trouver exactement. 

PROBLEME PREMIER. 

7 . T rouver F intégrale d'une exprejjion différentielle donnée. 

Premier cas. /"\Uand les cxprdfions différentielles ne 
i*. V J f ont point mêlées de quantités conftan- 
tes , mais font les produits des intégrales multipliées par les 
différences , ce qu’on doit entendre de toutes grandeurs 
variables , comme dans cette expreflion x dy —by d x , ou 
x ydz,-+z,xdy~+z.yd x\ pour lors fuivant la règle on 
trouvera les intégrales par le revers de l’operation direCte ; 
par exemple : 

C ij 
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Au lieu de chaque différentielle fubjlituez, fa quantité 
variable >• ajoutez, enfemble tous leJ termes , O" divifes, la 
fomme par le nombre des termes. 

Ainfi l’intcgralc de a: dy -+y dx, cft x y , celle de x y d z, 
-4- z. xdy — f- y z dx, cft .v y z,. ^ 

i. Quand une expreflion différentielle fc trouve melee 
avec une puiflance quelconque ; par exemple , z x dy , ou 

ft- m 

j x 1 dx , ou m x m — ’ dx. ou — x m dx , ou a x " dx, 

qui cft l’cxpreflion la plus generale pour le cas dont il s’agit v 
alors l’intégrale fe trouvera par le revers de l’operation directe 
& ordinaire. Car dans l’opcrarion ordinaire on trouve la dif- 
férentielle quelconque d’une grandeur , en diminuant 1 cx- 
pofanr d’une unité , en mettant la caraclcriftiquc d x , &c 
multipliant le tout par l’expofant de la puiflance de la quan- 
tité variable. Pour trouver donc l’intcgrale d’une différen- 
tielle , il n’y a qu’à faire le contraire , en ajoutant une uni- 
té à l’expofant de la quantité variable , en retranchant la 
caraélcriltiquc dx, & divifant le tout par l’cxpofant ainfi 
augmenté de l’unité. On en ufera de meme dans tous les 
cas femblablcs : voici la règle. 

Retranchez, la différentielle , ajoutez, l'unité à l'expofant 
de la quantité variable , ejr divifez, par l'expofant ainfi 
augmenté de l'unité. 

Ainfi l'intégrale de z a: dx ou z x' dx, fera x’; car retran- 
chant dx , on aura z x 1 , ajoutant i, à l’cxpofant, viendra 

i x l -+'=xx l ■, divifant par z , on aura — = x x intégrale 
de z x d x. De la même manière l’intcgralc de 3 x 1 d x fera 

fl m 

.v' ; celle de mx m — 1 d x , fera x m ; celle de ^ x m d x, 

n 

fera x m ; celle de — n x — » — ' d x , fera x — » ou — 5 

x" 

m tn-+n 

celle de a x * dx , fera x " : Car dans ce dernier 

cas fi on ajoute 1 à expofant de la puiflance de la quantité 
variable , & fi on retranche la différentielle d x , on aura 
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m-+» 

a x " qui , divifc par m—hn , nouveau expofant , le quo- 

m — ¥n 

tient — 7 x n fera l'integrale de la différentielle a x 

tu —T n w 

n» 

n dXt 

Autrement. 

La dernierc difFcrcntielle &c fon intégrale étant plus ge- 
nerales qu’aucune de celles que nous avons raportccs , elles 
peuvent fervir de formules pour trouver les intégrales des 
différentielles fimplcs que nous avons déjà citées , en leur 
donnant la même forme & en faifant les fubftitutions con- 
venables ; par exemple , pour trouver l’integrale de x x dx en 

m 

lui donnant la même forme qu’à la différentielle ax~i dx 

* 

cette différentielle fc changera en i x 1 dx , fupofant 4=1 
*=1 . m—2.. En fubftituant 1 , pour 4 ; 1 , pour n , &: a 

iw—fr# 

pour m ; dans I’intcgralc — x. " alors vous aurez 

tn —4- n 

•ÿ X’ , pour l’intcgrale de 1 x 1 dx. De meme l’integrale de 

± ± 

4Vxdx = 4x l dx,c[k— x 1 = — ^ x\ 

1 _ * 8 

L 'intégrale de J/x^dx — x 5 dx , fera — x T — ± 

v 8 g 

v'?. - ■ 

L’intcgralc de - t dx = ix 1 dx , fera — - x 1 

* — 1 

— x , en fupofant dans cet exemple 4= i, 

ZJ — j_ 

L’intcgrale de y'*; dx — x * dx , fera 1 x x 

j . — * 

— V^T 

Enfin F intégrale de - dx —1 x » d x , fera - x * = 

O 
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1_ x - — 1 » I — — = oc. Car ici a =i,w= — i } Sck—i. 

o o O 

Second cas. Si une expreffion différentielle confiftc dans 
un nombre quelconque oc termes fimples comme ceux du 
premier cas , ». z. alors l’intégrale fera compofce d’autant 
de termes joints enfcmblc par les lignes -+ &c — , qu’il y a de 
termes dans l’cxprcffion différentielle ; par exemple : 

± I 

L’intégrale d c x l d x —b x * d x , ou x 1 —b x 1 x 

± 

dx , fera - x’ -f — x 1 . Car , par le premier cas , ». z. 

* _L JL 

l’intégrale de x 1 d x cft j xU celle de* 1 x , cft x 11 

Par confcqucnt la fomme de ces intégrales fera l’integrale de 
la fomme de ces différentielles. 

De meme l’intégrale de x 1 dx — x * d x fera -j- x> — 


Celle de 3 x d x — z x'~ d x -b x' d x — y x 4 dx , fera 

L x 1 — x’ -+ — x 4 — x'. 

» s 4 

i_ 

Obfervez, que celle de x ' d x -b x 1 </x,ou de 

J — _ — 

x ~ l d x — x 1 dx , fera — x — zx * ou — 

I 

x 1 _+ z x * j en changeant les lignes on aura leurs va- 

t 

leurs affirmatives , fçavoir x -fzx - 1 ou x — z 


I 

x "*• 

Celle de x 1 d x — + x 1 dx ,fcra y x» — x • 
Troijiémc cas. Quand les termes d’une exprdlion diffe- 
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rcntielle fe trouvent plus compofés que ceux que nous ve- 
nons de parcourir , il faut d’abord les réduire à de limples 
termes , en réduifant l’expreflîon , comme on a fait dans les 
cas précèdent , ou uae partie en une ferie infinie , fuivanc 
les règles de la première fe&ion -, enfuite l’integrale peut ai- 
fément fe trouver fuivant les règles déjà données ; par exem- 
ple , que dx foit une différentielle } il faut la réduire 
en une ferie infinie , ( premier Problème , Section première. ) 
on aura — d x — — xdx~+ — x l d x — ~ x 'dx } &:c.dont 

l’intégrale , fuivant le fécond cas , fera — x x 1 — f 

b i • 

xi X* , oc. 

De meme l’intégrale de dx= (*) idx —x 1 dx -+ 
x+dx — x s dx,&c c. fera (*) x — j x’-f — x* x 7 ,drc. 

± j_ 7 

* » * 

XAf -r - 

L’intégrale de ? dx=(*)zx * dx — txdx 


XH-x — j x 

-f 7 x * dx— x 3 x 1 dx ~+ j4 x * dx ,drc. fera (*) ± 


7* 1 -~x\ôc. 


X% Dc mé ™ c l’integrale de y/ aa-+xx x dx= (*) a dx-+ 
— dx — — dx-t- — dx — A fera l*\a* *’ *' 

*a 8»> 1 6 a' ix8*7«*» ltrd l f"* — — — 

* 7 f x’ 


40»' 


1 IX»’ 


1151 a 7 f 


dre. 


Celle dc , fera 




1 

■ 4- 

40 


1 

j*xf, Sec. 


• art. 1. 

• art. 7, 

" art. 1. 

• art. 7. 

• art. *, 

• art, 7. 
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On peut trouver par les mêmes règles l’intcgrale de 

d x m x e -+f x» x d x , où dans cette expreffion d , e,f, 
font des quantités données ou connues , &ç m ,n ,p , font 
les cxpolans des quantités où ils font attachés. 

Faites —r,p-+r — s, e -+/-v" = 

n J * 

. x * r — i 

& m — n — / : Alors l’intcgralc fera , x y — 


-j eC 

'—3 * f x " 


r — 4 e - , 

— x- — CT'f. 
-4 /*• 


r — z eB r — A 

x 1 * ~ 7 ~„ 

fx - /— i /* 

Les lettres A,B ,C,V,&c. dénotent les termes qui pre- 

x' r — 1 

codent ; par exemple , A , le terme —, B le terme — — - x 


) 

fjl & C ' Ces feries , quand r cft une fraûion ou un nom- 

f ^ v «. .j, 

bre négatif, ne font point terminées , c’eft-à-dire , q ue 1 in * 
teeralc conGfte dans une fcric d’une infinité de termes. Mais 
quand r cft une grandeur enticre ou affirmative , pour lors 
1 intégrale fera compofée d’un nombre fini de termes ; par 
exemple , autant qu’il y aura d’unites dans r. 


Autrement. 


Cette dernière différentielle & fon intégrale peuvent fer- 
virde formule generale pour trouver les intégrales de tou- 
tes fortes d’expreffions différentielles , pourvu quelles fiaient 
binômes : pour cet effet , on n’a qu’à leur donner la meme 
forme qu’à l’expreffion différentielle , & cnfuite les lubfti- 
-.»» comme vous pourrez voir dans les exemples fuivans. 


tuer 


Trouver l’intcgrale de \/ a x x d x -, réduifez cette ex- 
preffion à la forme ci-devant ; alors u°x o-bax' * d x 
— Dx m x e-+f x n * d x , dans laquelle Z>= r , m == o , 
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/=4,*=i,;=I , J%j= j x ax * , /=o , r= i, 
J =i — » & en fubftituant ces valeurs dans l’intcgralc gene- 

j_ 

raie ci - devant , on aura — x ax x x — = — x y/ ax , 

* ij î 

pour 1 intégrale cherchée , &: en general l’intégrale de 
cx"dx y eft x "~* t . 

»-+i 

Exemple II. 


-1CCXX — f X 


7 d x étant réduite à la forme generale de 


l’cxprcffion différentielle binôme, donnera a* x x ce — xx ,ou 

* p 

a * x ~ 3 * — i-f ccx —- ■ = Dx m x *-+/*» . Dans le 
premier cas-D=4+, m=i , e=cc ,/=» — i , n=i\p— 2 . 

D où r=i , /= — i , Jj >== — — x ce — xx ( c’eft-à-dirc, 

— rë-Lar, , /=0, Alors 1>intc g r alc eft j^x — il, c’eft- 
à-dire, = 


• Dans le fécond cas D=a + , j 


■J» 


e== — i , /= ce , /» = — i , p——t , i , i j 

4 

— ~ * — i-t-ccx 1 ; c’eft-à-dire, - 


/=o ; &: l’intégrale fera x — — a< * 


IC * — lf«X 


'JTX 

1CCXX 


Exemple III. 


— \/ réduit à la forme generale, fera 4*x~ ? x 

i_ i 

i -+ x 1 x dx , ou 4'x — 4 x i-féx — 1 1 x Dans le 
premier cas D == 4 ' , w— — f , , /=i , n=p= [ , & 

de même r — — l dre. Maintenant , fupofànt r négatif, j’cf- 
faye l’autre cas ; alors D — a * , m= — 4 , e=i , f=J> , 

D 
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n — — i , ; = i.Demêmcr = 3 , s — i ï, -j 


l 


l - ¥ bx—‘ x ou — a -^r V*x-+bx, &C /=— z : d’où 
rintcgralc jf^TF * 7k * 5*’ 

c’cft-à-dirc , 

■Exemple IV. 

. — A- 

* étant rédu it a la fo rme 


î > 


generale comme ci-dcffus, donnera bx î x c— 4X * 

, « f— „ „ — P=— 

x dx, ou D=é,w— j > f — f >/ ==— ~ ’ j 

r _ 1 © — _ - x r— 4x7 , : Alors Kn- 

j * — j > «K- i4 3 

a 

tcgralc fera £^j*- * — ~ > qui cft la même chofc 


3oaijt r -f 7jit f 

q uc in; — c * 


S C H O L I E I. 

8. On peut trouver , par la formule précédente , une for- 
mule generale pour les cxprcflïons différentielles trinômes 
ou plus compolecs , qui fervira très - utilement pour trouver 
les intégrales des différentielles proposées , qui par - là font 
moins compliquées, Se peuvent être réduites à la même for- 
me que ces formules. Mais comme cette voyc cft extrême- 
ment longue , il vaut mieux chercher ces intégrales , far la 
fremiere méthode du troijiéme cas , en reduifant ces cx- 
prdfions compofées en des fcrics infinies j ce qui les Am- 
plifie. 
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On ne doit point réduire en fcrics infinies ces ex profilons 
compofécs , qu’on n’ait auparavant cftayé par addition 
fouftra&ion , multiplication , divifion , 6 'c. les quantités 
changeantes ; car fouvent on les réduit, par cette voye,à des 
formes limplcs , comme au fécond cas ci - de fus , où par ce 
moyen on trouve en termes finis leurs intégrales. 

Il eft néccflaire d’obfcrvcr ici que lorsqu'une cxprefliôn 
différentielle &: radicale fe trouve de façon que la partie 
hors du figne eft la différentielle de ce qui eft fous le ligne , 
ou eft dans un raport quelconque avec elle ; alors l’intégrale 
fè trouvera toujours en termes finis par fubftitution , /muant 
le fécond cas ci-de/fus. 

Exemple I. 


L’intégrale de adx y/ ax — aa , ou ax — aa * x adx, où 

adx, eft la différentielle de y' ax — aa , ou de ax — aa T; fera 

| 

fuivant le fécond cas , — ax — aa 1 = — a x a a 

V ax — aa. 

Exemple II. 


L’integrale de zxdxy/ xx—l -aa, ou xx ~+aa » x zxdx , 

_L X 

où zxdx, eft la différence de xx -baa 1 fera, — xx -i-aa * 

Exemple III. 

”• m-fn 

L’integrale de a~bx " x dx , fera a~\-x * . 
Exemple IV. 


L’integrale de xdx y/ xx-+aa , dont la différentielle 
xdx hors du ligne , eft à celle qui y eft comprife zxdx , 

comme 1 à 1 ; l intcgrale donc fera -j- x x -f -L a x 



z% 


ANALISE 


\l xx -+aa. Car faifanc y xx -±aa=z. ; alors zzdz=zxdx, 
&c yxx—haa x xdx=z, 1 dz , dont l'intcgralc , fuivant le 
fécond cas , = — a’ = , par la fubftitution à la première 

intégrale déjà trouvée ; de cette manière l’intégrale du fé- 
cond exemple peut fc trouver en mettant xx-+aa=z, x . 

* Exemple V. 


L’intégrale de x m -+a‘ l x x m — l dx , dont la différentiel- 
le x m — ' dx hors du ligne , cft à la différence de la quantité 
qui y eft comprifc; par exemple , rnx m — 1 dx,c tant comme i 

— ft • — h I 

à m , donnera pour intégrale — x m — l -ai : car fi on 


fait x m -bJ=z. -, alors x m -+a <1 =z”, &: x m -+a =*■" — ’s 

rr — i 

de même nz ,” — » dz, = n m x m — 1 dx x x m -+ a 1 = 
nmx m — l dx x i" — 1 ; & divifant par nz.” — 1 , on aura 

dz = rnx m — 1 dx , ou x m — 1 dx = — ; d’où on tire x m — 1 

* fH 


dx x x m -+ a 9 = 


z.” dx 


m 


&c vous aurez pour intégrale 


f I 






nm-+m 


Il cft à propos de donner ici de fimples différences ti- 
rées des Quadratures des courbes de M. le Chevalier 
Newton , dont les intégrales fe trouvent à côté en termes 
finis. Par ce moyen à la première infpcétion on trouve l’in- 
tcgralc d’une différence , lorfquc cette différence fc trouve 
conforme à la table , ou par le moyen d’une fubftitution 
facile. Dans cette table a cft la quantité variable &c D ,e t 
f>g> h } "» f° nt des quantités confiantes ou données. 
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Je vais > avant que de finir cette fedion , ajouter un mot 
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JO AN ALISE 

fur l’excellente méthode de feu M. Cottes , Profeffcur 
d’Aftronomic 5c de Philofophic experimentale dans l’Uni- 
verlité de Cambrige , publiée après fa mort fous le titre 
de Harmonia Menjitrarum , par îbn fucccffcur M. Smith , 
touchant la manière de trouver les intégrales des différen- 
tielles par les mefures des raports 5c des înglcs. 

On évite par cette méthode la peine de réduire les quan- 
tités en feries infinies , qui fc trouvent très-incommodes en 
bien des occafions ; fouvent même à caufc de leur lenteur 
à converger on ne s’en fert pas. Mais la bonne façon pour 
intégrer les différences , eft de les crouver géométrique- 
ment, à l’aide des amples tables de Logarithmes dcBriggs; de 
meme que pour trouver la mefurc des raifons 5c des raports , 
on fc fert d’une grande table de finus 5c tangentes pour la 
mefurc des angles. De-là on peut tirer un merveilleux moyen 
pour réfoudre tout problème quelque compolc qu’il foit , 
comme la quadrature d’une efpacc curviligne , la rectifica- 
tion des courbes , la cubation des folides , &c. dans lcfquels 
les intégrales des différentielles données font employées. Je 
donnerai plufieurs exemples à ce fujet. 

Dans le livre que je viens de citer , il y a deux feries ou 
tables , où à la tète de chaque page fc trouvent plufieurs 
formes de différences avec leurs intégrales qui font expri- 
mées au - dcfi'ous par la mefurc des raifons ou des angles. 
Une de ces deux feries eft compoféc par M. Cottes lui - mê- 
me , 5c l’autre par le Doffenr Smith. Dans les tables de 
M.Cottcs , aufquellcs je me bornerai , comme étant fuffifan- 
tes pour ce que nous nous propofons , 5c même pour ce qui 
fe prefente ordinairement , z. eft la quantité variable ; D , e , 
f, font des quantités confiantes; n eft un expofant general 
d’une puiflanec quelconque de a, , $ un nombre quelcon- 
que amrmatif ou négatif, 5c les quantités R , S , T , font 
toujours les trois côtés d’un triangle rcétangle , dont les va- 
leurs placées au bas de chaque page , expriment le raport ou 
l’angle -,5c c’cft par leurs mefures qu’on a les intégrales des 
différences données. Si R eft la racine quarréc d’une quan- 
tité affirmative , elle exprime une raifon , étant toujours 
comme ,K-+7',à.y. Mais fi R eft la racine quarréc d’une 
quantité négative , clic dénote un angle qui fera toujours 
comme la tengente 5c la fccante font au rayon , ou comme 


Digitized by GoogI 



DES INFINIMENT PETITS. Jt 
r & S eft à R , où la quantité négative cft changée en affir- 
mative. Dans les colonnes de chaque page des tables, où 9 cft 
à la tête , font une partie des valeurs affirmative &c négative 
de 9 , vis-à-vis Icfquelles fc trouvent les intégrales des diftc- 

Dz. 

renccs, comme dans la féconde forme 


i» 

zDz ‘ 


e~+fz 
zDez'" 


dz J 


ie 

+ ~ DR 

"// 


quand 9=2 , l’integrale cft 

iKh-t } ' f 'ff T vv 

|— s~ î quand 9=o , l’intcgrale cft ~ , & qua nd 

9= — 1,1’intcgralccft — f — dr 


ir-+» 


jainfi des autres. 


Mais on ne peut bien déterminer ces intégrales que lorf- 

- • * I R— î-T 


que la quantité R ^ — cft connue , qu’on apcllc la mcfurc 


du raport , ou raifon de R-bT &C S au module R , quand R 

cft affirmatif, ou jufqu’à ce que la quantité ^ DR | T ~ ¥R 
x | R~+T x | r—M - . , 

011 ,, s ou « | ~ y * olt trouvec dans plufieurs 

intégrales , dont le premier cft la mcfurc ou raport de R-bT, 
& de S au module ^-.DR-Ac fécond eft la mefure du raport 

de R-bT & de JT au module — R 5 & le troificmc de R-bT 

*1 J' 


&c de S au module ^ DR. Or quand R cft négatif, la quan- 

titc ,K| j — cft = à la mefure d’un angle dont le rayon , la 
tengente , & la fixante , font les valeurs refpcétivcs de R , T 
& J au rayon R , comme a un module. Je donnerai bien- 
tôt la manière de trouver la mefure d’un raport ou d’un an- 
gle a un module donne ; mais il cft a propos de donner au- 
paravant quelques définitions ou explications des termes , 
pour fe rendre plus claires , & afin qu’une perfonne puifte 
entendre avec ordre l’ufage de ces excellentes tables , fans 
être obligé de lire les propofitions de la première partie de 
harmonia menfurarum , qui font traitées trop généralement 
pour être conçues par une médiocre capacité , & fans beau- 
coup duplication. 
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Définition I. 


3 * 


La raifon d’un raport eft une quantité quelconque propor- 
tionnelle à ce raport ; c’eft-à-dire , fi >/, cft la mefurc du ra- 
port de A , à B , ou de — ; & m , la mefurc du raport de a 

b , ou 4 " » alors on aura M : — : • w : v • Ainfi les raifons 

égales ont les mêmes mefurcs : fi un raport cft le double de 
l’autre , la mefure du premier fera double de celui du fé- 
cond ; ft le premier cft triple du fécond , la mefurc du pre- 
mier fera triple de celle du dernier ; fi la moitié , la moitié , 
dre. de forte que fi on augmente ou diminue par compofi- 
tion ou refolution , fa mefurc fera également &c proportio- 
ncllcment augmentée ou diminuée. 

Il faut obfcrverquc la mefurc d’un raport d’égalité eft o , 
& fi la mefurc d’un raport d’une quantité plus grande à une 
moindre , cft fupoféc pofitive , alors la mefure du raport 
d’une quantité petite comparée à une grande , fera négative. 

Définition II. 

La mefure numérique S un raport , cft l’excès du loga- 
rithme d’un nombre marquant l’antccedcnt au- deflus du 
logarithme d’un nombre exprimant le confequcnt ; c'eft-à- 
dirc , le logarithme du quotient de la divifion de l’antccc- 
dent par le confequcnt , cft la mefurc numérique d’un raporc 
numérique. 

Définition III. 

La mefure trigonometrique Sun angle , eft la quantité de 
degrés , de minutes , de fécondés , dre. compris dans ccc 
angle. 

Définition IV, 

Le module des logarithmes de Briggs , Flaque , dre. cft 
o , 43415)4481903 , dre. par lequel l’unité étant divifee , le 
quotient 1 , 301383091994 , &c. fera le module réciproque 
au logarithme déjà cité, c’cft-à-diro, le quotient de la di- 
vifion d’une quantité quelconque par le premier module , cft 
égale au produit de cette quantité multipliée par le module 
réciproque. Cette 
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Cette définition , ou plutôt ectte defeription de la quanti- 
té du module des logarithmes , cft fuffifantc pour ce que je 
me propolc. Ceux qui n’en feront pas fatisfaits , pourront 
conf ulter la première propojition , les corollaires & les fcho- 
lies de la première partie de barmonia me n fur arum. On peut 
en ufer de la même façon pour les définitions fuivantes , qui 
font des conféquenccs de la propojition. Voyez les Notes de 
l’ingénieux M. S mit b , page 94 , à la fin de fes barmonia 
meuj'urarum. 

Définition V. 

Le module trigonometrique , ou le nombre de dégrés 
contenus dans un are de cercle égal au rayon , cft à 180 de- 
grés , comme le rayon du cercle cft à la demie circonféren- 
ce , eft J7 0 17' 44 ' , ou 57 , 1977797130 ; par lequel l’u- 
nité étant divifée , le module réciproque de la règle trigo- 
nometrique cft o , 0174731917. 

Proposition I. 

9. Trouver la mefure d'un raport donné , à un module 

1 1 R— 4*r 

donné ; ou trouver la quantité de l'expreffion R J— — , R 

étant la racine quarrée d'une quantité affirmative , & 
R , T, S, les trois côtés d'un triangle re Cl angle. 

Formule. Comme le module du logarithme o, 434194- 
48 1903 , &c. eft au module R du raport R-VT à S ; ainfi le 
logarithme de ce raport eft à fa mefure , ayant R pour mo- 
I R*h*T 

dulc qui cft égal à R — ou bien multipliez le produit du 

logarithme du raport propofé R-+T à S , & de la quantité R 
comme module , par le module réciproque 1 , 301787091- 
994 , &c. ce fécond produit eft la mefure du raport R-+T à 
S avec R , qui en eft le module , & il cft égal a la valeur de 

R J— ~ quantité cherchée. 

Voici un exemple nu merique ; foit Æ=8 , T— S , S=io, 
Le module du logarithme o , 434194481903 : 8 : : le lo- 
garithme (de — ) o , 1461180 ; 1 , 6916777= à la mefure 

E 


Ti i- ». 


H 


A N A L I S E 


du raport de 14 &: 10 au module 8 , égal à 8 — 


s-+s 


Ou pour abréger, i: récif, mod. log. 2 . , 301585091994 :: 
le logarithmc(dc — ) o , 1461180 x 8 : module donné , i , 

69x6777 mcfurc du raport comme ci-devant. 

Ce problème peut être réfolu fans calcul , par le moyen 
du feCteur d’une hyperbole , de Ta maniéré fuivante. Que 
A G foit une hyperbole , C A la moitié de fon diamètre , 
CB y la moitié au conjugué , & C E , une afymptotc. Tirez 
A parallèle à CB , enfuite faites R : T : : A : AD U 

CA x CB cft=i R , le fcêlcur CAM=R ; le triangle 

CA D étant égal à T , quand T cft moindre que R , & le 
triangle CBE , égal à T , quand T cft plus grand que R. 


Corollaire I. 


10. Il fuit dc-là que fi m eft un module confiant du lo- 
1 . R \ T 

garithme , & / le logarithme du raport — -- — , pour lors on 

]R-+t ; 

aura /? — — —R x — . 

I S m 


Corollaire II. 


nR 


11. Il fuit encore que — 


m 


T" I T 

— =R\ — : m étant un nom- 

m l S 


bre entier quelconque , &c n un autre , cette forme fuit la 
nature des logarithmes. 
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1 t. Trouver la me fur e d'un angle , dont le rayon ejl comme 
R , la tangente comme T , CT la fecante comme S , a U 
quantité R , comme module : ou trouver la valeur de cette 

exprefion R j— ~ — , R étant la racine quarrée d' une quan- 
tité négative , par conféquent impoJJ.ble ; toutes étant 
des quantités données. 

Formule. T~X 1 res premièrement , comme la valeur de R 
L/cft à la valeur de T , ou comme la valeur de 
R eft à la valeur de S , ainfi dans les tables les rayons des 
tangentes &c fecantcs , font aux tangentes ou fccantcs de 
l’angle à mefurer , vis-à-vis dcfqucls fe trouve la valeur de 
cet angle en degrés ou minutes , &c. en étant la raefurc tri- 
gonometrique : enfuitc dites comme le module tri^o nome- 
trique 57 0 , 17', 44", ou 37 , z9j779fijo. eft a la me- 
furc trigonometrique jufte de l’angle , ainfi le module de 
cet angle ; par exemple , R eft à la mefure dudit angle , 

ayant R pour module égala la quantité — - — i ou bien 

multipliez le produit de la mefure trigonometrique de l’an- 
gle par le module R , par le module réciproque logarithmi- 
que o , 01745-32.915 , &c ce fécond produit eft la mefure de 
l’angle au module donné R. 

En voici un exemple numérique 5 que R— 16 , 7=12 , 
.5 = 10 , on a 16: iz , comme le rayon 10000000 : 
7500000 = à la tangente , & 16 : 10 : : le rayon 10000000 : 
12500000= à la fecante. 

Vous trouverez vis-à-vis dans les tables 36°, 52 ',6", 
pour la mefure trigonometrique dcl’angle. 

Ou bien ; le module trigonometrique 57, 1957795130 : 
à la mefure trigonometrique 3 6 , 868 3 3 3 3 1 : : le module 1 6-. 
10.4530985 = à la melurc de l’angle, dont le rayon eft 
comme 16 , la tangente comme 11 , &c la fixante comme 

10 , au module 16 ; ou égal à 16 |-- ^* - , 

Obfcrvcz qu’on abrège bien plus en fc fervant du module 

. E ij 
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réciproque 0174331913. qu’en fe fervant du dircéte , & Ie& 
opérations font bien plus courtes , en fe fervant des loga- 
rithmes pour trouver le quatrième terme de la proportion’ 
dans les problèmes précédons comme dans celui-ci. 

On peut réfoudre également ce problème , ou par le 
moyen d’un feéteur de cercle , ou par celui d’un cliplc , de 
Ti S . j. la maniéré fuivantc. Que CA , CB , foient les rayons d’un 

Î juart de cercle , ou demies axes d’un clipfc AB ; tirez l’une 
ut l’autre égal à iR ; tirez A , parallèle à C B , SC BG , 
parallèle à CA s faites enfuite R :T : :C B : AD ; tirez la 

R 1 T 

ligne droite CM DG'-, alors le fc&cur CAM eft égal à R | — — 

quand R eft plus grand que T= au triangle CAD , &c le 

I K—+T 

-j- , quand R eft moindre que T— an 

triangle CBG. 

Remarquez que quand par hazard S, fe trouve la racine 
quarréc d’une quantité négative , Sc par conféquent impofli- 
blc , vous pouvez changer le figne , &c vous parviendrez 
également bien à la folution. 


Coro llatre- 


13. Si a eft un angle dont les rayons, tangentes Sc fc- 
cantcs , foient R , T , S ,&c que m £oit un module confiant 
1 I R —h T" aR 

alors R — 

I S m 


S C H O t I E. 

14. R , T, S , étant toujours lts trois côtés d’un triangle 
rcftanglc j donc =jç | — ~ — , fupofant T l’hypothe- 

nufe s car par la propriété du triangle rcélanglc T= 
y'RR-bSS-, Sc de meme r\~J ? > 

lr^F == ^U^=5^R ; & multipliant en croix , vous 

trouverez V RR-+SS-+R x \/RR~i-SS — R=SS ; la fomme 
de deux nombres multipliés par leurs différences étant égale 
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à la différence de leurs quarres ; ainfi R ~+y * K -+ SS i 

^~== S c’eIU-dire ^ = confequemment 

s ^Ir — k • 

Ceci paroît évident par la figure 8 $ ; car que l’hypothc- 
nufe ^ S— T, la perpendiculaire CS=R , & la baze AC=S , 
continue AB , jufqu’a ce que BD=BC=R , faites B£=BC\ 
alors vous aurez AD=r-+t, 6c AE=T—R : fi l’on décrit 
un cercle autour de B # de l’intcrvale BC , comme rayon , il 
paflera par £ Se par D , Se AC le louchera au point C } par 
confisquent La trtntc-fixicmc proportion, Itv. troijieme 

ÎS? LAC * {SS)s= ^ d ?=ï>donc 

~~S ~ ~ T — R * 
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*>?* •» im- n&+ && » ^ « & 

SECTION III. 

Vfage de U méthode des intégrales pour U quadrature 
des effaces curvilignes. 

PROBLEME. 
ij. Jpuarrer un efface curviligne. 

Fig- 1. A Yant trouvé lcquation qui exprime le raport d’une 
^/^abfcifle quelconque AP (.v) à fon ordonnée corrcfpon- 
dantc F M (y) qui la coupe à angles droits , cherchez 
d’abord la valeur dc^ qu’il faut multiplier par dx ; l'inté- 
grale de ce produit exprimera la quadrature de l’cfpacc mix- 
tiligne indéterminé , compris par l’abfciflc AP , l’ordonnée 
PM , & la courbe AM -, &c fi l’abfcifle AP cft déterminée , 
par Ex : égale à une grandeur donnée a , la courbe confè- 
quemment le fera aulli ♦, ainfi en fubftituant a pour a: dans 
l’intégrale déjà citée , il en réfultora une expremon qui fera 
la quadrature de l’cfpacc mixtiligne déterminé. Les exem- 
ples fuivans rendront ceci plus intelligible. 

T ij. 4. Mais fi l’aire CT) ET cft contenue entre deux courbes 
ou lignes droites DE , CF , la ligne droite CD, & la partie 
d’une droite EF d’une ligne quelconque AE , tirée d’un 
point donné A , pris dans la droite CD ; alors tirez Afe , in- 
finiment proche de AFE , &c du centre A décrivez les pe- 
tits arcs F p , Et) ; enfuitc par la nature de la courbe, trouvez 
l’aire de l’cfpace quadrilatère FEqp , qui cft égal à la diffé- 
rence des petits fcélcurs AFp , AEq , ou égal à AE 

x Eq — — AF x Fp. égale à l’cfpacc TE e f, différence 

de l’aire CDEF , dont l’intégrale fera égale audit aire. Je 
donnerai dans la fuite des exemples de ceci. 
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Exemple I. 


1 6. Trouver l'aire cf un triangle ABC. 


Tirez AD , perpendiculaire à un des côtés , comme BC , 
dans laquelle prenez entre le point A &c D le point P , fur 
lequel tirez la ligne MN perpendiculaire à AD -, que mn foit 
infiniment proche & parallèle à M N , Sc tirez Mp , N q t 
perpendiculaires à MN ; alors le rectangle MNq p , compris 
par Mp fie Nq , ou Pp , &c l'ordonncc MN , cft lclcmenc de 
l’aire indéterminée AM N , qu’on trouvera ainfi. 

Que la quantité variable AP foit apcllcc x , p M ,y , les 
confiantes fie données AD ,a-,CB,b , fi c parce que MN cil 
parallèle \ BC , on aura AD (a) : CB ( b } : : AP (.v) : MN (y) y 

d’où on tire y = — : mais Pp ( =Mp=Nq)=dx : ainfi 
1 élément de l’aire indéfinie AMN , ell — dx , dont l’inte- 

' 4 


gralc cft y félon le fécond cas f — qui cft égale à l’aire AMN ; 
maintenant fi au lieu de AP ( x ) vous fubftituez AD (a) 
vous aurez — ( =j ab) — 'ÿ AD x CB , aire totale de tout 


le triangle AC B ; ce que nous fçavons d’ailleurs être vrai par 
les élcmcns de géométrie. 

Nous n’oublierons point ici de donner la maniéré de 
trouver ,par les intcgralcs,l’airc d’un trapèze G PC B ayant deux 
côtés PC , G B , parallèles , fie les angles B , C , droits : il 
cft vrai qu’on les trouve plus promptement par les élemens 
communs de la géométrie , mais il cil agréable de découvrir 
la vérité par plufieurs points de vûë. . 

Pour y parvenir , continuez CB &: PG , jufqu’à leurs ren- 
contres en A , du point A tirez Amp , infiniment proche de 
AGP y 5c des diftances Am , Ap -, décrivez du centre A les 
arcs fcmblablcs mr , pn , enfuite faites AB=a , BC=b , 
BG=x , AG=y. Maintenant à caufc de la fimilitude des 
triangles ACP , pPn , qui ont les angles C ,&c n droits , 
l’angle P commun , on aura AG (/) : AB [a) ; :Gm ( dx ) ; 

mr— ~ , qui étant multiplié par Ar ( = — AC— — ), 


F'i- r- 


Tig. 


Digitized by Google 


Fig. i. 


4 a AN ALISE 

donnera pour produit — , égale à l’aire du petit triangle 

Arm , ou AGm , qui ne différé feulement que du triangle 
Cmr , infiniment plus petit qu’aucun d’eux. 

Les triangles ABC , ACP , étant femblables , on aura AB 

(a) : AG (7 ) : : BC ( b ) : GP= -j j &C par conféquent AP 

= — t -y , 6c parce que Am , AG ,6c AP, Ap different 

feulement les uns des autres d’une grandeur infiniment pe- 
tite î ainfi on peut prendre A m , pour AG ,&cAp, pour AP, 
ce qui étant accordé , &: les triangles Amr , Apn , pris pour 

femblables , on aura AG [y) : rm ( — ) : ; AP ( — ~+y ) : 

y * 

lÀx adx . , i*i*' i „ / h y 

pn= h — , qui étant multiplie par — AP ( ^ ) 

donnera pour produit -f bdx — t- -7 adx , égale à l’aire 

du triangle Apn , ou APp , duquel retranchant l’aire du 
triangle AmG ( ~ ) trouvée ci-devant; le refte bdx~+ — dx, 

eft l’aire du trapèze mpnr , qu’on peut regarder pour l’aire 
du trapèze mpPC, , qui eft l’élcment du trapèze BCPG ; mais 

l’integrale de cet élément eft bx — f — = — — 
1* 

l<ix-+xi l . ax~+lx , 

— - — x — ; mais — - — = PC , ainfi puilquc par la fi- 
ni i lie udc des triangles ABC, , ACP. AB {a) : BG (x) : : AC 
{a~pb) : CP= — • — ; donc GB-+TC x — BC= laire 

du trapèze GPCB i ce que nous fçavions déjà être vrai par les 
élemens ordinaires de la géométrie. 

Exemple II. 


17. Trouver l'aire , ou quarrer l'efpace parabolique 
ordinaire A B D. 


Nommez les quantités connues AD , a -, BD , b , l’abciffe 
invariable AP , x , l’ordonnée corrcfpondantc PM , y , faites 
Pp=dx. Maintenant lcquation qui exprime le raport de 
chaque AP , x , à PM , y , eft px =y y ; d’où on tire 7 
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<=\/ px = p » x » : Ainfi le pctic reélanglc P Map , qui cft 
égal à l’élément de l’cfpace indéfini AMP , fera y ' px x dx ; 
c’cft-à-dirc , ydx—p » x x ï dx , donc filon le fécond cas , 

llnccgrale cft = ( f p » x *=\\l px *= îV*V l )î -*7, égale 
à l’cfpacc indéterminée AMP , en fubftituanc a pour x , Se b, 
pour/, dans cette intégrale} on aura \ab = f AP x /Jl/; c’eft- 
a-dirc , que l’cfpace parabolique cil au reélanglc formé par la 
moitié de l’ordonnée Se par l’abfciflc , comme \xy cft à 
xy , ou comme 1 cft à 3. 

Exemple III. 

18. £>uarrcr les paraboles de tous les genres. 

Si A P [x) eft l’abfcific , &c PM {y ) l’ordonnée corrcfpon- P>g- ». 
dantc , alors le raport qui cft entre les abfciftcs Se les ordon- 
nées d’une parabole telle qu’elle fort , s’exprimera par cette 

m n 

équation generale pm x n —yi ; donc p^x 1 = y : ainfi l’clc- 

m n 


ment de l’aire fera ydx=p 1 x 1 dx ; Se fon intégrale y fui 

m n-+q 

vant le fécond cas , fe il ion 2. , fera — - p 1 x x l 


-+1 


xy } car p 1 x 1 —y. Donc tout paraboloïde eft au re- 
élanglc formé par l’ordonnée & par l’abfcifle , comme 
cft à xy , ou , comme q cft à n~+q. 


Exemple IV. 

19. Jpuarrer le fegment de l’efpace parabolique PMN J?, 
compris par les ordonnées PM , N Jif, par la partie P 
de l abfciffe , & la partie MN de la courbe. 

On fupofe ici AP = a , invariable , P l’origine des f>g 7 • 
quantités changeantes , P^==x. De même JfN=y , Se 
le paramètre =p -, alors A£>==a— fx , tirez nq , parallèle &: 

infiniment proche à N Jîf 

Maintenant par la propriété de la courbe AP-YP x p 

1 

=NJ^, = pa-Apx—yy , Se V pa-Apx—y , donc Jpjf 
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y Q/j =ydx = dx V pa-+px =lx° x pa-+px l dx , qui 
efb Pclcmcnt de l’aire , dont on trouvera par la dernière ma- 
nière du fécond cas , fcclion deuxièm e , l’intég rale ; mais on 
le fera plus aifement fi on fupofe >/ pa-+px=z. -, car alors 
p4—\-px=&z , , Se pdx=zz,dz, Se dx — -j- ; &or\c ydx = 


} & alors l’jntcgrale fera ~ —* 


3_ p.l-Cpx X yp.t-¥px 

} t 


— a- f* x V pu-+px — ~ A N Jf 

Mais parce que dans le point P , x=o , l’efpace PM N 
s'évanouit ; ainfi, faifant x=o dans l’intcgralc déjà trouvée , 
les termes .v & px s’évanouiront; de façon que l’intégrale 

fera — a\f pa , qui indique ce qu’on doit ajouter à l’intcgrale, 
afin que l’efpacc MPN Jf, foit nulle ou o , dans le point P , 
ce qui donnera la quadrature cherchée ; en ce cas y 4 V P 4 > 


doit être retranché; ainfi l’aire deJtf P N ! a-+x \/ pa-+px 

— jaV pâ= j A^ x NQ— y AP x PM. 


Autrement . 


Tirez mp , infiniment proche de MP -, faires A£>=i , 
invariable ; que l’origine de x foit en Se que Jfr=x , 

PM=y , ce qui donnera AP=a — x. 

Maintenant par la propriété de la courbe A^—^P x p 

=PM ; c’cft à-dire ,pa—Px=yy ; ce qui donne y pa—px 
=y. Ainfi MP x Pp , élément de l’aire r cft ydx—dx 
Vp a — px ; dont on peut trouver l’intégrale de cette façon : 
Faites p a — px—zz , vous aurez — pdx=zzdz , Se confe- 

quemment dx — — , Se ydx = — ~ dz , dont l’inte- 

grale elt — — == — * f — — = — x — a x pa — px. 

Prefentement pour trouver ce qu’on doit ajouter à l’inté- 
grale pour avoir la quadrature de l’efpacc PM N ^ , faites 
comme auparavant x=o dans 1 intégrale , Se vous aurez 
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— ~ <» V p* » d’où il cft évident que fi -f — a\/ p a , cft 
ajoute à l’intégrale , l’cfpace P M N J?j= — a \Tpa~P — 
at — a x pa — px. 

Corollaire I. 


Lo. L’efpace PM N gj= AN ^-AMP -, mais dans la 

première maniéré A N J? — — AO x O N — — a-i-x 

} ! 

x p a ~+px ; Se AMP = — AP x PM = — aÿ pa : donc 

PMN^— dj- AJ%_ x JON -AP y PM. 

Il faut obfervcr que dans la dernière manière AN 
J a\/p7, &c AMP= j AP x PM— t 

a — x X \/ pa — px ; donc Jj>NMP= — AJ^x JjPN — 

AP x PM , comme nous avons trouvé auparavant. 

Corollaire II. 

2.1 ■ Si la courbe n’eft point décrite , & que l’équation qui 
l’exprime foit feulement donnée, alors étant incertain de l'o- 
rigine de x , il cft évident , félon la folution precedente , 
qu’on doit fubftitucr o pour x , dans l’intcgralc; ce qui effii- 
ccra ou fera dilparoître tous les termes aftcélés de x ; alors 
ce qui reliera doit s’ajouter à l’intégrale en changeant le 
figne , Se le tout fera la quadraftire requife. 

Exemple V. 

il. Ouarrer une courbe exprimée par cette équation 
x?— J-ax 4 -+4 t x'-f4’x 1 — 


Puifquc y — - — —j. i — m, 1 élément de l’aire 

fera ydx= — — (- — — ha x dx , & l’intégrale 

r ** **' 
fera — H — - — + - — Vax. 

6 a* îa' 4a* la 


î' 
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Exemple VI. 


jpuarrer une courbe quelconque dont la nature ejl 
exprimée par cette équation V x-+a. 

t 

Parce que y=x x x — M , il s’enfuit que 1 élément de 

l’cfpacc cherché cft ydx=xdx x x-44 m , dont on trou- 
vera facilement l’intcgralc , en faifant x— M m =* : car 
alors x-+a==z, m , &c differentiant chaque membre de cette 
équation , on aura dx=mz. m — l dz , , d’où ydx=mz. m dz, Sc 

mz. m ~+ I m ", — ; — 

l’intcgrale = = x — 44 x y x~+a. 

m—hi m—h i 

Maintenant pour fçavoir fi c’eft la même intégrale , je fu- 

m ** 

pofe x=o , alors cette dernierc expreflion cft a\Za, 

qui , fuivant le fécond corollaire , exemple fécond , doit 
être retranchée de l’intcgralc ; de maniéré que la véritable 

^ m m 

intégrale ou quadrature fera —— x~+a «x \l x—t-a — — ~ 

m 

«V 4. 

Exemple VII. 

_ g 14 . Jjhtarrer les hyperbole* de tous les degrés ]>ar raport 
4 leurs afymptotes ; ou , ce qui ejl la meme chofé , trouver 
l'aire de Cefpact indéterminé BMP AS ou hMPs ; le 
premier contenu fous C abfciffe AP , l'ordonnée PM, 
l'afymptote AS ,& la partit MB, de la courbe hyperbo- 
lique ; & le dernier fous Cordonnée PM , la partie re- 
plante P s de l'afymptote , ô" fous la partit Mb de la 
courbe hyperbolique. 

Le raport qui cft entre les AP (x) & les PM {y), s’ex- 
prime en general dans ces courbes par l’équation fuivante 

4*-+*=_/"X". 
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D’où on tire a m -+ H x ~ Jn =y m , & a 


—J i 


donc PM x Pp=ydx—a 


m-+rt 

n 


dx , dont 1’intcgrale 


=— 1 ✓ 


^ ffi — ¥n — . _____ 


eft( 4 w x x 

w — » 
m / m 

\ y m x n )= — — xy. 

m — n y 

Si m eft plus grand que n , alors la quadrature de l’efpace 
indéterminée H MP AS eft toujours = — — AP x PM : mais 

tn ti 

fi m eft moindre que n ; alors — xy , eft; une quantité né- 
gative qui donne la quadrature de l’efpacc indéterminée 
hMPs du côté oppofé à l’ordonnée P M : mais quand m~n } 
alors aucun des deux cfpaccs ne peuvent fc quarrer , puif- 
que dans ce cas l’un &C l’autre font infinis ; car fi xy l =a » f 

ce qui fait m=z , n— r , & ainfi HMPAS «= y' <Px= 

( V x v y % ) — x y • Si xy*=a* ; par confisquent vous aurez 
w=4 , n—i -, ainfi HMPAS— — xy. Si x l y=a J , alors 

m=i , »— i ; en ce cas — xy fera la quadrature de l’efpace 
h MP s i fi x 4 y=ji , ce qui donne »== I , «=4 , &c par 

conféquent j- x y , c’cft - à - dire xy=h MPs ; mais 

quand nr=n , alors ~ > ainfi le numérateur eft in- 

fini par raport au dénominateur. 

Exemple VIII.- 

xy . Jguarrer l'hyperbole ordinaire avec fes afÿmptotes , ou , 
ce qui ejl la meme cho/è , trouver l'aire ou l'ejpace Ce MP , 
compris par les ordonnées Ce , PM , la partie CP , de f 4- 
Jymptote dr par la partit cM de la courbe hyperbolique. 

Soit la quantité donnée AC=b de foit Cl’origine de x. 
L’équation qui exprimera le raport de AP ( é-+x ) à PA f 


Flf. 8. 
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* fl i 

(y ) fera a' L =b y ~+xy ; ainfi ~y &C ydx élément de 
l’aire, fera , — • dx. 

Maintenant , fumant le troifiémc cas , fetlion première ' 
fon intégrale fera j ^ x'-+ 

à l’aire Ce MP ; &: fi vous fupofez a — b — i , alors x — g- x l 
-f 4 •** — ~ x 4 > dre. — à l’aire dont on a déjà parlé. 

Autrement. 

par la tnefure d' un raport ou d'un angle. 

La différentielle jgg- dx , peut Ce raporter à la première 

forme dans les Tables de M. Cottes -, car faifant z=x, *=t, 
, flS*'-' , 4 1 

*=i , D=a l , c=b , f— i , on aura dz— 

e—t-fz." b-i-x 

dx , èc l’integrale qui répond à 9= 1 5 eft -■ |— ~~~ aL 

\—f~ = AC |— égale à la mcfurc du raport de AP &C AC , 

à AC , comme au module que vous trouverez , article y , 
égal à l’aire de l’efpacc Ce MP -, Se. Ci l’afymptote AS n’cft 
point perpendiculaire à sis , & que l’ordonnée PM , qui 
lui eft parallèle , ne foit point perpendiculaire à l’abfciffc 
AP , la mcfurc du raport de AP à PM , avec le parallclo- 
grame ACc , comme module , donnera l’aire de l’cfpacc 
CeMP, 

Ceci cft démontre par fynthefe , page n , partie pre- 
mière de harmonta menfurarum. 
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ig. Trouver l'aire ou efipace ACM P , contenu par la par- 
tie AP ( x ) d" une ligne droite infinie dr perpendiculaire 
à l'axe de /’ hyperbole ,par la ligne AC , (a) continuation 
du même axe , dr par une ligne quelconque ou ordonnée 
PM {y ) parallèle à AC. 


Ici aa—hxx —yy ; donc y= V aa— bxx & ydx = dx 
V aa- f xx , différentiel le dont , fiuivant le troifiéme cas , 
Je CH on première , l’intcgralc = ax—b -h — ~~t—* 

dre. — à l’aire AC MP cherchée , qui donne la qua- 
drature du fegment hyperbolique DCM , en le fouftrayant 
du reélanglc AD MP ( ydx ) ; &c fi a= i ; alors lafcriecft 

x—+ — H -- , dre. 

6 40 11» 1 1 j z. 7 


Pis- 9 . 


Autrement. 


Par la me Jure d’un raport ou d'un angle. 


La différentielle dx \/ aa—bxx fc raportc à la quatrième 
forme des Tables de M. Cottes : Car fi z=x , »=r g — 0 

I0-+1 1 — 1 | 

D — 1 , e—aa ,/= 1 , vous aurez Dz dz yfie-bfz’ 

= dx \/ aa—bxdx , dont l’intcgralc eft L- 

|!^I . K fût.». P ( _ , = A ÿZïzh , K 

(=VÏ) « , r (=:£»*•) «i. 

Vrr) “ Alors l’intégrale deviendra —\l aa—bxx— b — 


= UP x rc— b fJc 

* ilC 


l’aireyfCTWi 


c’eft-à-dire, J yf/* x PC plus la mefurc du raport de AP—bPC 
&c de AC à AC , comme module , fera l’aire. 

La quadrature de l’cfpaec hyperbolique AMP peut fc 
trouver comme M. Cottes ledit dans fon barmoniamenfu. 
rarum de cette façon. J 
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%. ro. Faites le demi-diamètre conjugué CB=b , le demi - tranf- 
vcrfalc CA— a, CP=x,PM=y-, enfuite par la propriété de la 

courbe on a — V xx — aa —y. ainfi — dx yl xx — aa , = 
à l’élément de l’cfpacc AMP. 

Maintenant faifant D— — , z=x, 8— o , >,=i , e= — aa, 
f='> la différentielle de la quatrième forme dans les Tables 


de M. Cottes , par exemple , Dz 
o 




dz yl e~+fz" de- 
viendra y dx \l xx — aa , Se fon intégrale qui répond à 

j l f » — | p 

S=o , donnera — DT— P -y DR j — - — } Se faifant P ( — 

) - 7 * (=/>=., t 

= — \l xx — aa,S (=\l *rJ = "7 i cette intégrale viendra , 

ai. x-+yxx — aa xj ai\ a r . 

— = "- — — , Cil lu b- 

2. I a. 2. 2. I O» • 


bit a 

— y xx — aa 

2 * 


ftituant pour y fa valeur — \l xx — aa. Et par l'article qua- 


torzième , quand le raport de x — t- \l xx — aa à a , cft 
égal au raport de a t à x — y/ xx — aa = à x — 
j- -, c’eft pourquoi 7- — 7 | — , cft l’intcgrale de la 

* T 

différentielle — dx y/ xx — aa qu’on peut conftruire ainfi. 

(% 

Faites CF : CA [a) : : PM {y) : CB ( b ) -, c’cft-à-dirc , faites 

CF= — : faites enfuite CG : CA (a) : : CB (h): PM (y), c’eft- 
b > 

à-dire , CG= — enfuite fi CH , cft pris égal au raport 

^ /i ctb 

de CA (a) Se F P (— x — y* ) au module y , c’eft -à -dire , 
fi on prend CH= y |— ^ , & «rant la ligne droite MH, 

7 

le triangle rcûiügne H MP cft égal à l’clpacc AMP. Car il eft 

=f **- 7 1 - j 4 *= ? — 7 amfl p° ur trou_ 

* j y 

ver 
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ver la quadrature de l’cfpacc hyperbolique extérieure CAMP , 
delà même manière , il faut s’y prendre ainfi. 

Que AC , CB , foient les deux demi-diametres conjugues 

AC~4, CB=b, PM—x , CP=j\ ccqui donne — y' xx — 44 
~y , par la propriété de la courbe. 

Differentiant cette équation , vous aurez — dx=dy— 


bbx 


ttlryxx 


dx=- 


la 


; dx ; mais dy x x= - 


Ixx 


dx 


ay xx — aa ~ xy xx aa 

= à l’élément de l’cfpace hyperbolique CAMP. 

Maintenant faifaitt D= — , z=x , »==>. , 0=1 , e— 
< Dz — * 

— 44 , f=i } la différentielle — — dx. delà fixiéme 

y—* fi.’ 

forme dans les tables , deviendra — — — dx , dont l’inte- 

ayxx — aa 

gralc 8 étant =14 donne ^ DP — r- : d’où 

7 "/ ' ff I s 

faifant P (=y L ~- -) = 7 V xx—44 ,* (=>//)=! , 

t ( =xv r=_v^)= 7 i 

ladite intégrale fera^ y xat — 44 — — ^ 

7 J— - , ( fubftituant y pour — y xx — 44 , ar/. 14. ) = 


à l’integrale de la différentielle 


dx qu’on peut con- 


ayxx aa 

ftruire de cette manière. 

Prenez CF : CB ( b ) : : PM {x) : AC (a) j c’cft-à-dire , fai- 


tes CF= — ; 8c CG : CB [b) : : AC (4) : PM ( x) ; ou ce qui 
cft le même CG= -y ; en fuite fi vous prenez CH égal à la 
mefure du raport de BC (b) 8>cPF{ — — y ) > ( égal 

a “ la* 

au raport de 4 , à x — -y ) , au module CG (~ )• le même 

CH fera = —■ | — , & fi vous tirez la ligne droite MH , le 
* b 

G 


Fig. 11. 
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triangle rectiligne cft égal à l’cfpace CAMP : car il eft=j 

— x y~+ — |— — = 7-1-7 |—~ » i nte S ra k * a dific- 

T 

rcndcllc donnée. 


Exemple X. 


17. Jgudrrer le cercle •, ou , ce qui cjl la meme ebofi , 
trouver l'aire cP un demi Jegment quelconque 
A P M , de ce cercle. 


Tig. u. Que AB=l , AP=x , PM=y. Par la propriété du cercle 
AP x PB = PM ; c’eft - à - dir e r x — xx—yy ; donc y— 
y' x — xx &cydx=dx\l x — xx=PM x pp y égal à 1 élément 
de l’aire APM ; dont , par le troijiéme cas , feciion pre- 

t_ x L 

miere , l’intcgralc fera -y * 1 — j * 1 — * 1 — 7I 

L 2 _ 

x 1 y &c. = à l’aire AMP , ou bien x 2 x ÿ x 1 — 

7 xl -r* x '-^ Ar+ « &c ~ 


Autrement . 


1 


Si le rayon CM=a , 6 c qu’on fupofe CT= x , PM=y ; 
par la propriété du cercle CM = CP ~+ PM -, c’cft-à-dire, 
aa=xx—byy , yy=aa — xx , Sc y=V *<* — xx ; doncydx 


= dx \l aa — xx , qui fera l’élcmcnt de l’dpacc indéterminé 

• . j;' g 7 f 

PMDC . dont l’ intégrale ax — r — * r 

’ ° / 6 » 40 #■ 1 iu F 


IIJZo 7 


dre. eft = à l’aire PM PC. 

Maintenant fi on fupofe 4= 1 =x , alors cette (cric de- 
viendra 1— — — — , &c. = à l’aire du 

quart du cercle ADC -, &c en le quadruplant vous aurez la 
quadrature de tout le cercle entier AD B A ; ou fi le diamètre 
eft 1 , la même fcric exprimera l’aire de tout le cercle. 


1 
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Autrement. 

Que AF . , tangente de la moitié de l’arc AM , (oit =* le r,,. IJt 
rayon AC—i : que AB , foit la tangente de l’arc AM. Tirez 
les fecantcs CE , CB ,&c le linus MP de l’arc AM*-, que pm , 
foie infiniment proche de PM , &c du centre C, tirez la fe- 
cantc cb par le point m ; &: du point M , tirez aufii la per- 
pendiculaire Mt à pm , tirez du point B perpendiculaire à 
Cb , la ligne Bs. 

Comme on propofe ici de trouver l’aire du fcctcur indé- 
fini ACM , dont lclemcnt qui cft le petit fcctcur MCm , 
doit premièrement être trouvé de la maniéré fuivante : 
Premièrement, la tangente AB de l’arc BM , fera — - — 

I XXf 

alors parce que l’angle AC B , cft partagé en deux également 
par la ligne CE , on aura AE (x) : AC (i) : : EB C^~~ ) '• cs 

= r . De même , à caufe des triandes fcmblables , 

i-f** * ° y 

AC B , PCM -, CB ( : AB ( ) : : AC ( I ) : PM— 

~~ , & CB ( ) : AC (t ) : : CM (i) : CP— , 

d’où on tire AP= — — s dont la différentielle cft — — = 

Pp , ou Mt. 

De plus le petit triangle Mmt , rc&anglc en / , cft fem- 
blablc au triangle rc&anglc CMP , l’angle tMm étant égal à 
l’angle P MC , &: l’angle tmM égal à l’angic PCM , comme 

il eft facile de le prouver. Ainfi MP ( ) '• ^ ( 1 ) '•'• 

Mt ( —— ~)\Mm = — . Ainfi— MC [l) x Mm— 

— - — = à l’aire du petit fe&cur MCm , étant l’élcment du fc- 

StcaxAMC dont l’intcgralc fera x ÿx'—f-yx’ — y* 7 

x°, (£-c. = à l’aircdu fcétcur indéterminé A MC. 

Quand la tangente AE (x) de la moitié de l’arc AM , de- 
vient =i=au rayon, alors le fc&cur ACM deviendra un ' 
quart de cercle ; la ferie précédente qui en exprimoit 

G ij 
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aire 


l’aire , fera i— - -+ - — - -+ - — ~ H- . } - 

— , &c. &c quand le diamètre du cercle =1 , l’ai 

17 19 . , . 

entier du cercle fera exprime par cette icrie. 

On trc^jvc plus brièvement cette même fcric de la ma- 
nière fuivante. ' 

Si AB=x , alors lb=dx , & CB=\ > i-t-x*. Or le pe- 
tit triangle BSb , droit en S , cft fcmblable au triangle ABC r 
l’angl cABC ne différant de l’angle A , cjuc d’un infiniment 
petit feulement ; ainfi ils font fcnlcs égaux -, donc CB 

( \éi-+xx ) s AC (I) : r Bb ( dx ) : Bs = — ^ : De plus, 

V I-+X* 

parce que Bs cft infiniment petit , CB &c Cs ,nc different 
cnrr’cux que d’un infiniment petit feulement ; ainfi CB 


dx 


[ OU 


( \ ! i-+xx ) : Bs ( - ) : : MC (1 ) : Mnr- 

* yi-i-xx 

l’on tire le petit fcèteur MCm= a l’élément de 

l’aire du fefteur A MC ; dont l’integralc cft ~ x— j x'-+ 


JL lV î — x 9 , & c . = à l’aire dudit fe&cur ; de 

manière que quand le fedeur ACM , eft la huitième partie 
du cercle; par exemple , quand la tangente A B , (x) cft = au 

rayon AC=i ; alors la meme fcric fera — - H- - — 

2 p _L # &c. qui étant doublée donnera 1 — f- H — 7 , 

14 *8 . - 

= à l’aire du quart du cercle , comme ci-devant. 


Exemple XI. 

a». ^ narrer C efface éliptique -, eu , ce qui eft la même 

chofe , trouver l'aire a’ un Jegment éliptique indéterminé 
AC MP , compris par le demi - diamètre conjugué AC , 
l’ordonnée PM , la partie de l'abfcijfe AP , & la partie 
de rélipfe CM. 


Nommez AC , a , AB, ou AD , b , AP % x , PM, y ; en- 

1 1 

fuite par la propriété de l’élipfc on aura MP =AD x 
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U : 



Ai» ) 


44 XX 


AB — AP , ou cc qui eft la même chofc , y y— 

donc y=.^\/ aa — xx. Par confcquenr ~ dx \l aa — xx 
fera l'clemcnt de l’cfpace AC PM , &c fon intégrale fera 

, lx' lx' lx' , . ° 

hx ~ p - ^ - Ï7Ï7* » à*' = 2 1 àirc JCPM. 

Maintenant fi vous fubftitucz a pour x dans cette ferie , 
vous aurez ab — ÿ ab — — ab — ~ ab , &ç. == à l’aire du 


quart ACD de l’clipfe ; &c fi A cft = à l’axe BD , alors cette 
dernicre ferie exprimera l’aire de toute l’clipfc > & fi \/ ab= i 

on aura pour l’aire de l’clipfe i — - - I — 

, ® 4° ix» njx , 

&c. Ainfi une clipfe eft égale à un cercle dont le diamètre 
cft moyen proportionnel entre fes deux diamètres conjugués. 
Donc une élipfc cft à un cercle, ayant pour diamètre le grand 
axe de l’éliplc , comme ab à a 1 , ou comme b à a > par 
exemple , comme le petit axe cft au grand. 

Autrement. 

xy.Treuvcr C aire Sun feiteur quelconque C AM, d'une élipfe. 


Que C B foit le demi-diametre conjugué ,&CA la moitié Fig. i r . 
de fon grand diamètre , MP , une demi-ordonnée •. 

Maintenant tirez mp infiniment proche de MP , joignez 
les points C, M &cm, par les lignes droites CM, Cm-, & de m, 
tirez la petite ligne mH , perpendiculaire à M P , coupant 
MP en / , CM en H , de la petite ligne mK , perpendiculaire 
à la ligne CM prolongée. 

Cela fait que AC=a , BC—i , AP=x , PM (y) CM 
=u Sc CP— z. 

Or la première chofe qu’il faut trouver eft l’aire du pe- 
tit triangle CMm. Parce que les triangles CPM , H IM , font 
femblablcs j on aura PM [y) : CP (*.) : : MI ( dy ) : IH= 

-j- ’ d’où on tire / à caufc que Pp = lm = dx — — dz ) 

Mm— — dz. De plus , à caufe des triangles femblablcs 
CMP , HKM ; CM ( u) : PM (y) ; Hm ( ^ — dz)v 
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^ ^ mu lûpiit- par la moitié de la bafe CM 

(u)-, alors l’aire du triangle différentielle CMm , fera = 
tjj—ydt. _ ^ prenant la différence de l’équation de la cour- 
be tl — y y, on aura — — —dy. Subftituant cette va- 

4j y J » 0OJ 

leur de dy dans ^ } on aura — , ~ — 

^ fubftituant dans cette dernière expreflion 

— tz.dt — aadx.-+xxdx. 


2/%.iy 


Za*j 


pour aayy , fa valeur aa — zz , il viendra 
î= = — i puifque dx=—dz : de plus fubftituant 

Ti Z .i6. V***—x* P our *y ' lc crian s lc CM ”’ fcra = iV£^=r, 

— à l’élément du fcttcur ACM , de l’clipfe. Et fi vous fai- 

n . 2 ann . 4 nndn 

tes V zax — xx — — i alors x=—— , & dx = ï , &: 

T * l-*nn i-4 -un 

, , /* • ad x (idn 

toutes fubftitutions faites on trouvera — 7 , nln 

2.y tax — xx i— t-n.in 5 

_ an 1 an' an 1 . - 

dont l’integrale cft an — — — ï- — ? > • — au f e - 

étcur de l’clipfc. 

Vous trouverez de la même manière que le lecteur de 
l’hyperbole/ iéjcft -»»—(- — y -+ — > crc. & 

fl* II 7 » 

le fréteur du cercle fera =n — — -+ — — — , O'c. qui 

devient i — — -+ — “ * ®“ c - faifant k=i. 

On peut réfoudre ceci plus brièvement de la manière 

fuivantc. . . 

Tirez la tangente AD , & continuez CM jufqua ce 
quelle coupe la même en D : tirez cd , infiniment proche de 
CD de C , décrivez les petits arcs Mn , De -, faites CB=i, 
CA-Li* , A D—x , CD=y , CP— z , à caufc de la fimilitude 
des triangles CAD ? De d ; l’angle A différant feulement de 
l’angle D d’un infiniment petit , qu’on peut par conféqucnt 
négliger , U les angles en e , '& en A , étant droits ; on aura 

CD (y) : AC [*)::Dd( dx : DE =*= y i 6c par la fitnili- 


Tig. 17 . 1 *. 
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tudc des triangles CPM , CAD ; AC ( a ) : CD (y) : : CP 

(z) : CM= ~ , par la même raifon les fc&curs CDe , CMn , 
étant fcmblables, CD (y ) : De (— ) : : ckt ( ~ ) • Mn ==> 

idx I » n ' J- 1 *■ «A y 

— : or — CM x Mn ; c clt-a-dirc , — x — = = a 

y * 1/ a za 

l’aire du triangle CMm , étant l’clement du fc&cur CAM. 
De plus , par la nature de la courbe &c la fimilitudc des 

triangles CPM , CAD , dans l’clipfc , on aura P M { — 


V aa — zz ) : CP (z) : : AD (x) : AC (a) ; & dans l’hyper- 
bole PM ( \/ — aa-+ zz ) : CP (a.) : : AD (x) : AC ( a ) , 

&c multipliant les moyens &c les extrêmes , on aura zx==b 

V aa—hzz , dans l’élipfe , & zx — b V — aa-+zz dans 
l’hyperbole ; par confequent zz= j^~ x dans l’élipfc , &c 

zz= ~ dans l’hyperbole , qui étant fubftitué dans » 

donnera dans l’clipfc , &c dans l’hyperbole 

= à l’élément de l’aire du fc&cur CAM , dont l’intcgralc 

fc ™ T ~ SH "+ 7ôï ” ^ > &c - dans 1 ch P fc — 

â — » &c - ■ dans hyperbole = à Paire du 

fedeur CAM ; & faifant CB (b) =i , la même intégrale fe 

changera en celle-ci — ax ex *— f — ax J — ax 7 dre . 

» o 10 14 1 

dans l’élipfe , &c — ax — 4 — - * x s — -L ax i , dre „ 

1 O 10 14 * 

dans l’hyperbole. Dans l’élipfe fi x=b , l’aire du fcdcur 
CAM , fera — ab — — dé-f ^ 4 ^ — ^ rfé, dre. & quand 

x=4 , l’aire du fedeur CBM , fera de même = — ab — 

“ » 

-- ab— J- — rfé — — ab dre. dont la fomme , par exemple y 


ab ab-+ — ab — y ab , dre. fera l’aire du quart de 

l’élipfe ABC. 
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Corollaire. 


Il fuit que fi a=b , par exemple , quand l’élipfe eft à un 
cercle j l’aire de ce quart de cercle , dont le rayon eft a , 

fera aa — — aa — f- — aa aa, C rc . & fi a — I , 1 aire de ce 

} S 7 

quart de cercle fera i — -j- — — y -+ y — — , dre. 

On peut trouver l’intcgralc de l’clement du fe- 


fteur hyperbolique en la mefure d’un raport , en la rapor- 
tant à la fécondé forme dans les Tables de M. Cotte a ; car 
Enfant z=x , D=abb , 0=o , t—z , e—zbb ,f— — z , la 

— i 

dz. = 


différentielle dans la fécondé forme — 


** _ f— & fon intégrale répondant dans les Tables à 
xM — i» / , 

5=o , eft y DR |-y- - Or R (— \ ) — ^> T ( = zS*) 

=x, & 5 {=V-f- ) = V bb—xx , d’où y C* = 
L a y | = -ACx ; c’eft - à- dire 

que l’aire du fedeur hyperbolique CAM , eft égal à la me- 

fure du raport de CB-+AD, a y CB AD le triangle 
AC B en étant le module. 


Exemple X I. 


30. guarrer l’efipace AMp , «pelle la figure des tangentes. 

La propriété de cette figure eft telle , qu’une abfciffc quel- 
conque A? , eft égale à un arc quelconque ( AP ) d’un 
cercle , &c l’ordonnée corrcfpondante PM , qui la cou- 
pe à angles droits , eft égal à la tangente corrcfpondante 
AT de cet arc. 

to. Tjrezla fccantc CT, &c la fecantc Ct infiniment proche 
de là première ; de C , comme centre , &c de l’intervalc 

CT y 
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CT , décrivez le petit arc Te. Faites le rayon AC=a , l’are 
AP ( = à l’a b (cille AP ) =.v , & la tangente corrcfpondantc 
AT ( = à l’ordonnée corrcfpondantc pM ) —y. Maintenant 
à caufe que les triangles ATC , Tte , font fcmblablcs , les 
angles T,/,ne différant entr’eux que d’un angle infiniment 
petit feulement , Se les angles en A &c en C, étant droits ; on 

aura TC ( V aa-+yy ) : AC {a) : : Tt (dy ) : 7Y= -=~ 

Déplus, à caufe des triangles fcmblablcs CPp , CTc , on 
aura CT ( y / ^+ÿ} ) : Tc{ — ^1. ): : CP (a) : Pp (=dx): 

V«a -+ JJ 

multipliant les extrêmes Se les moyens, on aura dx \/ aa~+ y y 
= r , — ; 8c divifant par V aa-+yy , on aura dx = 

= à la différentielle de l’abfciffe Ap ; Se multipliant 
par y, on a.uraydx= — à l’élement de l’elpace AMp. 

dont l’intégrale fera y y — ^ ^ ^ -4 ■&(.■=. à l’aire 

cherchée. 

Autrement. 

Par U mefure d' un raport. 


La différentielle peut être comparée à la première 


forme des Tables de M. Cottes ; car fi z—y , »==z , s=i , 

. Dz ** — 1 

D=aa, e=aa, f=T, la première forme quieff dz 

1 J Zj M 

fera = ~~ 8c l’integrale, répondant à ®=i, fera 

=7 » ff ui eft égal à AC 1^ • 


_J_ aa-byy l_ 

Z an X 


AC 


AC 


AC 

— a 

CT 


Car mettant z / pour le logarithme du raport de — ; , 


AC 


Se m , pour le module des logarithmes i on aura — AC 


(*) = —AC x — = AC x — . Mais par la nature • an. u. 

iç * " “ 

H 


il 
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J CT 

des logarithmes , / cft égale au logarithme du raport — 5 

ainfi AC x — cft (*) = AC I ^ = — AC jr^c’eft pour- 

quoi l’aire ApM , cft égal à la mefure du raport de la fccante 
cr, de l’are Al'—Ap , au rayon AC, ayant le quarré du 
rayon pour module. 

Exemple XIII. 


ji. JJjiarrcr f efpacc ABpM , apellc la figure des fcc antes. 


Tig. ii. On Eût ici Fabfciftc Ap , égale à l’arc AP , ccrtnmc dans 
l’exemple précèdent ; mais l’ordonnée corrcfpondante pM , 
cft égale à la fccante CT ,&c l’ordonnée ylB— au rayon AC , 
tout le refte étant de meme que dans l’exemple precedent 
feulement que CTfoit —y. Enfuitc par la hmilitude des 
triangles ACT , Ttc , on aura AT ( y/ yy — aa ) : AC ( a ) : : 

^ ady 

te { dy ) : Te— . &c à caufc des fcclcurs fcmbla- 

V ;; M 

) : : CP ( a )? 


*A, 


blcs CTc , CPp , on aura CT (y) :Tc ( 

Y y) — ta 

P p ( dx) , &c multipliant les extrêmes & les moyens , il vien- 
dra ydx = — r’ — = à l’élement de l’cfpacc A BMp ; &c fon 

intégrale fc trouvera facilement par la mefure du raport . 
pouvant être réduite à la fixiéme forme des Tables de M. 
Cottes ; car faifant z.=y , «=i , fi=o , D=aa , e= — aa , 

SSZj X aai ly _ , . 

«~=— =— .De meme dans 


f=i , on aura 


^ e-+fxS 


i-f;; 


cette forme J? (—}/j r )=i,T(= 






a* — l-jrji 


V t—yfzP y/ — aa~+yy, 

» d’où l’intégrale ( 9 étant 


R-+T r y-f V — 44 -+tj * 

= o ) y D R — — , fera aa - — — - = AC 


CTn-ar 

AC 
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Par confcqucnt l’aire de l’cfpacc ABM p , cft égale à la mc- 
furc du raport de la femme de la tangente &: fecante dit 
même arc, &: du rayon au quarre du rayon comme module. 

Corollaire. 

* 

On peut calculer par ce moyen dans les Cartes de Mer- 
cator,\c$ parties méridionales pour une latitude donnée quel- 
conque AP. Il cft bien démontré , ( *) que les parties mé- * 1 
ridionalcs d’une latitude quelconque AP , font à la longueur * h„'Jr!ï^è 
de l’are AP , comme la fomme des fccantcs de ces parties t;e. 
méridionales , cft à la fomme d’autant de demi - diamètres ; 
c’cft-à-dire , comme l’efpacc curviligne ABMp , cft au re- 
ctangle de B A y. p A ; ou comme AC | cft à AC 

x AP ; ou, comme AC |— - , cft à AP. D’où il fuit 

que les parties méridionales font égales à AC - (*) , * aT, ‘ *4- 

ouAC 1er— ür • 

Exemple XIV. 

3 i . Trouver l’aire de l'efpace CP £>c , contenu fous les 
parties des conchoïdcs de Nicomede CPD , cqd , la partie 
Ce , de la ligne droite AC tirée du pôle A , perMndicu- 
laire à l'afymptote commune BG , & la partie d'une 
ligne droite quelconque tirée du même pôle A , comprije 
entre les deux courbes. 

Que AC —a , cB=CB=b, cC—ib , AE—C , AG=y , BG F/j. ai. 
=a\ Tirez Ap infiniment proche de AP-, Se de A , comme 
centre , décrivez les petits arcs concentriques qs , mr , pn. 

Maintenant par la propriété de ces courbes BC , ou Bc , 

=GP , ( pm ) ou G mq ) : parce que les triangles AG B , 
rGm , font femblablcs , l’angle en G étant commun , Se les 
angles en r Se en B étant droits , ( l’arc rm , pouvant être 
pris pour une ligne droite ) on aura AG (y ) : AB ( c ) : : GM 

( dx ) : rm= — . De plus , à caufc des fcCtcurs femblablcs 

H ij 
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cJx 

Arm, Asq , on aura Am=eAG {y)\rm( — ) : : Aq—Ag^ 

=AC — AJ^(y — b) : sq— fr ' ,x ~ f — , & de même les fe- 
éleurs fcmblablcs Arm , Anf ; donneront AG ( J ) : rm 
(~) : : AP (j-+b) : pr ,=. ; par conféquent pn-b 

qs— — ; amfi — pn—bqs x P — a 1 aire du pe- 

tit cfpacc sPpq , = à l’efpace Jj>Ppq= à l'élément de 1 ef- 
pacc CPjQc : & fubftituant \l cc—bxx pour y , la différen- 
tielle fera } qui convient à la fixiémc forme desTa- 

Yce-t-xx 

blés de M. Cottes : car faifant D=zcb , z,=x , 0=o , »=i r 

^ fi* — i- i«r — i 

( — çf , f= i , ladite fixiémc forme dz. , de- 

viendra — — , dont l’integrale ( 9 étant —o ) fera ^ DR 

Y cc-yxx J 

|— -j—- : & faifant R ( = \/J ) = i ,T 
V ce- bxx , &c S (—V ^ ) = > la même intégrale de- 

viendra zbc ] Ç~$y“~* . xx = à l’intégrale de la différentielle 

donnée égale à l’aire de l’cfpacc CPJj>c=Bc * AB > 

c’eft-à-dire , que l’aire dudit efpace cft égale au rectangle de 
Bc , &: ac la mcfurc du raport de B G — f- AG , Se AB au 
module A R. . * 

Mais pour trouver l'aire de l' efpace CPGB , contenu par la 
partie PC , d' une des conchoïdes de Nicomcdc , BE étant 
t dfymptote , A le pôle , dr ABC perpendiculaire à BE. 

T’S’ l 3- Nommez AB , a , BC ,b , AG , y , AB , x : tirez Ap , 
infiniment proche de AP , &c de A décrivez les petits 
arcs mr , pn -, enfuite raifonnant comme ci-dcflus , on aura 

■ M “ 1 * - h — = à l’aire du petit cfpacc GPpm= à l’c- 

a "-+ 1 " Vaa-+xx f 

lement de l’cfpacc CPGB. La première partie de cette diffé- 
rentielle fc réduit à la féconde forme des Tables de M. Cet ter. 
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car faifant D=abb , z—x , 8= o , , e=zaa , f= z , 


la différentielle de cette féconde forme qui eft 
dz y deviendra 


Dz ‘ 


abbdx 
laa -+i« 


e~bfz‘ 
R-bT 


j dont Pintcgralc fera — DR I— — 
“ S 


I M 

dans laquelle fubftituant pour R (=d^)V — oa , pour 
T(=z-‘) x ,8c pour S (= y 1^1" ) y ' aa-+xx , on 
aura j bb 

abbJx 

1-M-+ XXX 


ÿ^ x ÿ P our Pintcgralc de la première partie 
» de même la féconde partie de la différentielle . 


abdx 


* n. xoax r 

qui clt rr= , peut fc comparer a la fixicmc forme dca 

* tta— +xx 


Tables de M. Cottes , en faifant D—ab , z=x , 8— 0> » — z 
e=aa , f=i ; dont l’inccgralc eft ( ) étant =o ) ~ DR 

|— jp , laquelle faifant R=i , T= -1 y aa -+xx } & s = 
— , deviendra ab j - . Ainfi la fomme de ces in- 


tégrales î bb |-^=H- ab lizLî^îrtff fera l'intégrale de 

toute la différentielle ; conlïftant en deux parties , dont la 
première eft la mefure d’un angle quelconque , parce que 

R= V — aa ; & la féconde celle d’un raport , à caufe que 
R=y i = r. ' ^ 

La confttudion de cette intégrale peut fe faire ainfi : ti- 
rez CF , perpendiculaire à AC , prenez B H , égale à la me- 
furc du raport de BG-+AG , 8c AB à AB pris pour module . 

c’cft-à-dirc , faites BH=*e.t | *-+yM-t*x 

De plus prenez BI, égale à la mefure de l’angle G AB 
au meme module AB , c’cft-à-dirc = a l -*" 1- * j ont j* 

Vaa—b xx * 

ray on , tang ente 8c lecantc , font toujours comme a , x 52 

y/ 44 -Kvx , ou comme AB , BG , AG. Cela fait . tirez AIE 
8c RI D , parallèle -, vous aurez par-là le trapèze BHDC éeai 
à toute lmtcgrale . & par confcquent égal à l’cfpace CPGB . 


Fig. r*. 
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a • — H x 


'^M—l*** 

a-hx 


-+b 


/»— f x 


& C£ -+ fB X 2?c= - 


(j a A N A L I S E 

carpuifquc les triangles ABH , ACD , l'ont fcmblablcs , on 

aura A B (a) : B I (a 1 ■ ) : : AC ( a~yb ) : CE—x 

lY att-i-xx 

l 

rl 

BI) 


lYZ 


* 'Y. 


a-+x 


*14 -+ XX 


V, 


M—^XX 


= au trapèze BIEC. De plus , HI , ( = B fl- 




I x —4* y.i*i-j- Ara? 


4— t-X 


lv; 


< 14 — l-xx 


; qui multiplié par 2?C 


(b) , Se le produit ab 


— ab 


( = au 


\V iüt— t-xx 

parai lelogramc HD El) qui étant ajouté au trapèze £/£C, don- 


al 

ncra — 

i 


Ü-+X 


y <i4— h* x 


l l I _ •-+* _ it “- +x -\-.lb 

'' 1 Y ga— bxx 


y .14 H-jfx 


a-+x 


jX — 4 

* 1 Iv,j4 —h XX 


x fix— -+** \ *,• _ 

— -+ab\ — = a 1 integra- 

xx I a 


I 

le qu’il falloir conftruire égale au trapèze BHDC. 

Si la concboïdc CPD , cil de telle nature , que AB x BC 
( ab) — AG X GP {yb ) ; en fuivant le même raifonnement 


qu’on a déjà fût , on aura 


< 1 . 1/7 1 <// ^bb ’Jj 


Yjf—to 


iY 


}}■ 


== , pour 


l’aire du petit cfpacc GPpn>= l’élément de l’cfpace G PC B ; 
Se les intégrales de chaque partie de cette différentielle, peu- 
vent fc trouver comme l’on a trouvé celles de la différentielle 
qui fc raportc à la ^ forme des Tables de M. Cottes. 

Car faifant D=xab , z.=y , «=o , ”= 1 , c=—aa ,/= 1 , 
la différentielle de cette cinquième forme , par exemple , 

_ dz deviendra = pour la première 

V e-+fz" V yy — aa 

J % (ï*bb 

partie de la différentielle , Se faifant D= -j— , ~=y , I, 

„ — x c— — aa.f—i, on aura fuivant ladite forme ~Z==! 

. n — aa ’ 

pour la fécondé Se dernière partie de la différentielle ; Se 
l’intcgrale dans le premier cas qui répond à 9=o , fera 

Se dans le dernier cas répondant à 9 = — 1 , l’in- 
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tcgralc fera — DP~+£- z>Æj_— -, Par confisquent met- 
tant à la place de P ( = Vÿÿ—aa, pour R 

<= yTc) pour T (= y/c^+f£') VjJ^ 7 a , & 

pou r S ( = y/ fs,') y } k première intégrale deviendra ab 
— — ->&c la dernière fera— \/ yy — aa — f- — l * — 

y 4 n a « 


&c la femme de ces intégrales — vO^ — aa -f d— f- — 




4.7 


= à l'intégrale de toute la différentielle fufditc , 
qu’on peut conftruire de cette manière. 

Faites AG (y) \ \AB (\à )\: \ SC (ib) , BK= - , Se 
^(7 (>;t CS (y/yy—aa) : : JJV ( — ) : EM= — 

&: fi enfuite à zrjv/ vous ajoutez MO — à la mcfurc de 
l’angle RAG , dont le rayon , tangente Se fccamc font com- 
nie A R fa) , RG ( \/ yy — aa ) & AG (y) au module AP-+ 

— f a»— f- — ;,lc redanglc CB x RO , fera égal à l’intégrale 

— V yy—** -f ab~+- |— — à l’cfpace G PCP. 
Exemple XV. 


33. Soit 
A étant 


DPEROd la mott te de la lunule /Hypocrate , 

nPF ïf“T V C > &Cle 
JJbf { , TV r ne ^ l ' efpaU ■%££*, compris 

par *E, parue de la ligne ACER , qui J0lnt ’ lfs £„ x 
centres A , C -, & par les parties Or pe j,. _ ' 

qui forment la moitié de la lunule-, & la partie Op 
d'une ligne quelconque A Oj> tirée du centre Tdu 
plus grand arc ^.compris entrelefdits arcs. 


Que DC F foit perpendiculaire à ACE. Tirez A*ap i n 
fimment proche de AGJÇJP , Se du centrer, décrivez les 
petits arcs Gr , ps , Se joignez les points P Se £. 

Cela Elit, foit AC=a , CG = x AC « * _ r . 

triangles femblables AGC ,rgG , on aura AG {y) : Je %)?: 


%. ^4. 


»r» 
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Gg ( dx) :Gr , 6c parce que les triangles AGC , AEP, 

font aufli fcmblables , l’angle A , étant commun à tous 
deux , 6c l’angle APE , dans la dcmie-circonferencc étant 
égal à l’angle droit ACG ; on aura AG (y ) : AC (a ) : : AE 

( za) : AP = — . De meme à caufc des fe&eurs fembla- 

X Ct A 

blés AGr , Asp , on aura AG (y) :Gr ( — ) : :AP(— ): 


sp= , qui étant multiplié par ~ AP [y i le produit 

— à l’aire du petit fcctcur Aps=. au petit triangle ApP , 

car ils ne different feulement que du petit triangle pPs , 
qui cft infiniment plus nctit que le triangle Aps. De plus à 
caufe des feêteurs fcmblables AGr , As^ , on aura AG (y): 

Gr( — ) ::A^{o\fl) : = > qui multiplié 

par 7^7 VI) 6c le produit — , fera égale au petit fc- 
élcur ou triangle AJ^i/ , qui étant fouftrait de , aire 
du triangle ApP , le refte fera = à l’aire du 


trapèze JgPpq , élément de l’elpace EP J£J} de la lunule. 

De plus , à caufc que yy=ast-{-xx ; ce qui donne xx 
=.yy — su : prenant la différentielle de cette équation , on 

aura xdx—ydy 6c dx— en mettant pour 

x , fa valeur Vyy — su s maintenant fi on fubftituë cette 
dernicre valeur de dx dans la différentielle de l’cfpacc de la 


. , . , , , a'ii ia'j >ix 

lunule cherchée , on aura — =■ = 

/V’J — « — »a — «4 

a j .. J l j dont chaque partie fc raportc à la cinquième 

y }} -^âa 

forme des Tables de M. Cottes. Car dans la première par- 
tie , faifant D — xsfi , z.—y , — i , »=z , c= — sist , 

ta — i 


f—i on aura la différentielle de cette forme — D ~‘ 

dz= x “ — iy \ de même dans la fécondé partie , faifant 

f JS— •* 
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D= — 4> , z=y , â=o , »=i , e= — an , on aura 

«» > 

dz. = — ^ ; & l’intcgralc répondant à 


/= 


y/ y J —aa 

0 = — i , fera — ; DP— 4 - — ^>iî I^JTÎlJr — = — y/ y y — aa -+aa 

’ en." lie | s n 


j en fubfticuant \/// — 44 pour 7 » ( y^—f -fxP), 


a pour R ( \/l), \/ yy — 44 pour T ( \/yy — aa ) , &cy pour 
S ( \/ fz.”). Celle qui répond dans les Tables à 9 =o , cfl 

— DRl^I — — aa \ *~* y ' ,} — — > en fubfticuant les mêmes 

valeurs. C’eft pourquoi la fomme de ces intégrales 


a -f y JJ — fl.» 


-aa 


a-+yjj — «H 


= 77 Vyy—d 


Ÿyy— **-+“! , 1 , » 

( puifquc les mefurcs du meme angle au module aa , font 
l’une affirmative , &c l’autre négative , par confcquent le dé- 
truifent ) , = à l’intcgralc de lclcmcnt de l’cfpacc EPJ^S 
= EP^J de la lunule. 

On peut conftruirc plus aifément cette intégrale ; car fi 
on tire une ligne droite du centre C au point P , le triangle 

ifocele CPE cft =à l’intégrale^ y/ y y— aa = *-x{ puifque 

x — y/ yy — 44 ) — à l’cfpace EP^J de la lunule , comme 
nous allons le démontrer. 

Tirez PH parallèle à (TC , ce qui donnera , à caufc des 

ltl 4 

triangles fcmblablcs AGC , AP H-, AG ( y ) : AP ( — ) : : GC 

(.v) : PH= — . Ainfi ÏPH ( — ) X CE ( a) =— = à 

l’integrale qu’il falloit conftruirc = à l’aire du triangle CPE, 
ce qui donne pour l’aire de la demie-lunule CE x i DC 
==; - 44. De cette manière on parvient à la quadrature de 
cet cfpacc par le calcul différentiel ; ce qu’on peut véritable- 
ment démontrer plus brièvement par la géométrie ordi- 
naire. 


I 
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C6 

Exemple XVI. 

54. jQuarrer f efface cycloïdale 1 oh , ce qui eji la même 
cboje , trouver l’aire d'un figment quelconque A MG. 

Que A P B Toit le cercle générateur ; AP une ordonnée 
quelconque , PM , l’abfciftc corrcfpondantc ; que mp Toit 
infiniment proche de MP ; que PM touche le cercle géné- 
rateur en P , &C MT la cycloidc en M. Maintenant par la 
propriété de la cycloïde , la foutangente PT= PM— à l’arc 
AP. Tirez AG perpendiculaire à A B ,Sc des points M , m , 
tirez MG , rng , perpendiculaire à ' AG. 

Présentement que A , A F*= 1 : parce que TP= 

PM , l’angle MTP=PMT -, par conféquent l’angle TP 
zTMP. Mais la mcfurc de l’angle APJlf cft la moitié de 
l’arc AP, qui eft aulîi lamefurc de l’angle TP A ; donc AP 
=TMP= Mms. Par conféquent ks triangles AP MmS, 
étant femblablcs ; ( x ) : JOf ( y/ x — xx ) : : MS 

(dx) : mS = dx ^ * x , mais dx — — — , réduit en une 

fene infinie, fera x * dx — !r‘ dx — j x % dx — ^ x 1 dx 
&c. = à l’élément de l’ordonnée , &c l’intcgrale de 

cette différentielle ; fçavoir ix> — \ x* — ~ at> — fi x* 
Crc. fera l’ordonnée M Par conféquent , JjfM x dx 
— à la différentielle de l’cfpacc cycloïdale AM Jf— 

z.v* dx — i x‘ dx — ~ x i dx — T x* dx &c. dont l’intc- 

t 7 2 

5 raie fera f x* — i. x* — ~ ar* — x r &c. — à l’aire 
c l’cfpacc indéfini de la cycloïde AM 

Maintenant fi m S—gG= — *~ xx , cft multiplié par GM 
=AJ^ = Xi alors 1 clément G MSG de Paire A MG fera 
= dx \l x — xx. Or puilque cette dernière différentielle 
égale à 1 elcment du fegment du cercle APjj^, l’efpacc A MG 
fera égal au même fegment du cercle APJ^ -, &c par confé- 
quent l’aire AD BC de toute la cycloïde AD B , cft égal à 
l’aire du demi-cercle AP B. 
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Corollaire. 


Parce que ED cft égal à la dcmie-circonferencc du cer- 
cle ; fi vous l’apcllcz p , &£ AE , a ; alors le rectangle A HD K 
=ap= à l’aire du demi-cercle^/’ .g. D’où il fuit que l’dpace 
extérieur de la cyclo'idc AEDMA — j ap. C’eft pour- 
quoi l’aire de la demie - cyclo'idc AD B — \ap, AM DE A 
== r a p- Par confcqucnt l’aire de la cyclo'idc cft triple de 
fon cercle générateur. 

Exemple XVII. 

JJ* ^narrer la cifioïde de Diodes ; ou , trouver l'aire d'un 
fegment quelconque APM de cette courbe. 


Que AD B foit le cercle générateur , B H l’afymptotc de p, l% 17. 
la courbe ( AI) ciftoïdale, coupant à angles droits le dia- 
mètre AB du cercle; fupofons ce diamètre vlB=i , l’abeille 
AP=x , & lordonnée corrcfpondantc PM de la cifioïde 
=/• 

Maintenant l’équation qui exprimera la nature de cette 
courbe , fera PB x pm‘ =AP ; c’eft-à-dire,^ 1 — xf—x' ; 
y 1 = - — ; d’où on tire >=y/ d— = —— =x* x 

. !_ j 1 

1 — * 1 » & ydx zz=x* x 1 * * dx = à l’élément de 

. * 2 2 

l’aire APM -, dont l’intcgrale fera — x‘ — h — — t- — — — f 

n „ * *7 4? 

M-5*» , i.J. S -7*~ , , 

TllTT &c ' = v/x > mulcl P lle P 3 * — at* -+ 

7 * ^ 4 . 9 . ^ TJ.TT “ f 77^7 &c - = 3 lcf P ace 

APM ; & quand a;=i , alors la feric le changera en celle-ci 

.1 ^ 7 ^ ~ 9 “*■ _+ 4‘XiïïT — a 1 airc dc 1 cf P 3CC 

infini A BU IA. 


Autrement . 


Que >4/? fbit =,* , & P N— z,. Mais par la nature delà 
courbe ay l — xy l =-x) , & differentiant lcquation , on aura 

I ii 
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zaydj — i xydy — y l dx=}x'dx , &: z a — ix x dy=ydx— 
— ~ . Mais par une autre propriété de la courbe x'=zy -, 

ainfi — —z. Préfcntdmcnt faifant a — .v= PB=u -, ce qui 

donnera zudy — ydx = $zdx ; ainfi l’intcgrale de l’une 
cft égale à l’intégrale de l’autre : mais zdx eft l’élement 
PNnp du fegment AN P du cercle ; Se à caufe que u— 
PE—OM , &c dy—mK=oO ; mMOo , cft l’élément de l’aire 
A MOB , Seydx , l’élément de l’aire AMP. Quand l’intégrale 
de udy exprime l’aire de tout l’cfpacc cifloidale ABU IA ,, 
l’intégrale de xdy fera le même aire -, ainfi l’integrale de 
a udy — ydx= l’inccgralc de udy. Par confisquent , puifque 
dans le meme cas l’intégrale de zdx cft l’aire du demt- 
ccrcle AN B , & que l’intégrale de udy—jzdx,z outl’cfpa— 
ce cifloidale ABU IA , fera triple du demi-cercle générateur 
AN B. 

Exemple XVIII.- 

3 6. fihiarrcr un efface infini HP MI , compris par f *fym- 
ptote PH , par l'ordonnée PM , dr par la partie MSI 
de la courbe logarithmique MI. 

Fi t. i*. Nommez la foutangente PT , a ,( parce qu’elle cft une 
quantité confiante par la nature de cette courbe ) Se l’ordon- 
née PM ,y. Tirez l’ordonnée pm infiniment proche , Se de M 
tirez la perpendiculaire Mq à mq. Maintenant à caufe des 
triangles fcmblablcs MT P , mMq ; MP {y) : TP ( a ) : : mq 

(dy) : Mq— — ; ce qui donne MP x Mq=y x — = ady , 

pour lclcmcnt de l’aire IM P H , dont l’integrale fera ay -, 
e’eft-à-dit'e , l’aire de l’efpacc infini IM PH— MP x PT. 

Corollaire. 

Si l’ordonnée J£S=z ; alors l’cfpace infini ISJ£H=az , 
Se par confcqucnt SMP Jg==ay — az=a x y—z-, c’cft-à-di- 
rc , l’cfpace compris entre deux demies - ordonnées MP , 
la partie de l’abfciflc Pj^,Se celle de la courbe MS 
cft égale a JT x PM—SQi ainfi l’cfpacc BAPM eft àl’cf- 
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p a oc BMSQ, comme la différence des ordonnées AB , PM 
cil à la difïerence des ordonnées PM , J^S. 

Exemple XIX. 


37 . Jguarrer tout efpace fpirale. 


Que le rayon du cercle foit AC<=a , la circonférence —b, 
&c un arc quelconque AB=x , &c l’ordonnée corrcfpondantc 
CM*=y. C oncevez le rayon Cb infiniment proche de CB , & 
tirez le petit arc ME. 

La propriété de la fpirale d 'Archimède , cfl que AC x AB 
= àla circonférence b multiplié par CM ; c'eft-à-dire, 

ax=by. Ceci étant accordé , le petit arc ME= — , puifque 


CB : Bb:\CM : ME. Ainfi -d- CM x ME— faire du petit 
feclcur MCE=i.u petit efpace triangulaire CMm , élément 
de l’cfpacc fpirale = — ; mais par la nature de la courbe 


ax=by i par conféqucnt —JJ* Donc fubftituant — 
pour yy , dans l’cxpreffion différentielle, on aura -~pr ; dont 

l’intcgralc fera pour l’aire du fègmcnt de l’cfpacc fpirale; 
Sc fi au lieu de x on met b , égal à toute la circonférence , 
tout l’cfpace fpirale = -d- ab. 

De plus , la nature de tous les cfpaccs fpirales circulaires 
peuvent s’exprimer par cette équation generale a m x”=b"y" } 


ainfi 


a m x » 

b n 


H 

ax~» y 1 dx 

-y m ,8c =y 1 ;donc 

» 2.4 

b m 


1 n 

ax m dx 


2 n 

lb m 


Dont 


Tig. 


i«— f m 

MAX m , v 

l’intcgralc fera — ; ainfi mettant b pour x , tout 

4»— fin x b "• 
l’cfpace fpirale fera - J J ^ — . 

11 faut remarquer , que fi l’arc AB eft à BM , comme 


% 
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J’abfciUc à l’ordonnée , dans quelques courbes géométri- 
ques que ce foie , l’efpace fpirale peut être quarré par les mê- 
- mes moyens que nous avons fuivis ci - devant. Par exemple ; 

que AB foit à BM , comme l’abfcilTe d’une parabole cft à 
Ion ordonnée * Sc que prenant p pour le paramètre px—.P 

— zay — vyy ,6c dx = , ce qui donne = 

' ■ *’ ly , dont l’intcgralc fera — - — . 

ap ’ 4 «p — y 

i r 

On peut de la même maniéré trouvër l’aire de l’efpace 
compris par l’arc AB , &: la fpirale AM ; dont l’élement 6c 

le trapèze BMmb=Bb-i-Mm x mb. Mais Bb=*dx , Mm 
= — , mb—a — y ; par confcqucnt B Mmb ( dx~V — x 

n a 

a'Jx — ) ,'ix 

—*~-y ) =— s — • 

Maintenant que la courbe foit une fpirale parabolique , 
fubftitucz X}ir ~J t-L pour fon égal dx ; ce qui donne 

< i,y , -+a p 0ur l’élément de l’cfpace ABM , dont 

l’intégrale 

y— j* fera égal à l’aire de cet cfpace. 

4*t — •’r 
f 

Exemple XX. 

j 8 . Jpuarrer un efpacc quelconque AC MP , delaquadra- 
trict , compris entre la baz,e AC , l'abfiijfe AP , 1‘ ordon- 
née correjpondante PM , & la partie CM de la même 
quadratricc. 

P>i- jo- Que Ce foit le quart du cercle générateur, A le centre : ti- 
rez AmM , Sc des points m , M , abailTcz les perpendicu- 
laires me , ME. 

Faites AC— i , AP=x , PM— y. Enfuite par la proprié- 
té de cette courbe , AP ( x) = EM = l’arc Cm , du quart 
du cercle. Ainfi , par la Jiholic première , exemple 4 de la 


( 
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dernière feciion , Icûnus em , = i — f at — 1 x j_j. — x s 

6 no 

dre. & le finus du complément Ae=i — — — x \ 

i i+ 

j 

— x 6 dre. Mais à caulc des triangles fcmblables Ame , 

APM , on aura me ( i-fx— x' &c.)-.Ae(i 

— 7 ** ■+ i ^ cJr.; : : a#/» fol : ™ ( 7 ; = 

1 J" x ~ — ~* + — dre. ) d’où il fuit quc^x=j 
J dx — ^ * 4 dx — — x 6 dx dre. = à l’élément 

de l’aire AC MP , dont l'intégrale =.v — *> 1- 
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4* <4f 4fc «M- 4*i -W «• 4*! «1- 4#»f4*?»f -H» »f 4*»' >«• 

ATA T A T'A T A,7'ATA7\A. y'A TATA -TA T'A- TA. 

<£#* » » *»■ "K 

A T’ATATAT'A FA’M.TAT^T’A .FATi TATATAT-A 

#M« #H* #!■ -K» «H- 4fc «H- 4fc «M- 4K *4 4fc *4 4* *ff 4* *4 4t» «ff 4K 


SECTION IV. 


ZJfage du calcul intégral pour trouver la reclification 
des courbes. 

PROBLEME. 

3<». Rccfifer une courbe quelconque -, ou , trouver une 
ligne droite qui lui Joit égale. 

P Uifqu’on peut concevoir une courbe comme formée 
par un nombre infini de petites lignes droites ; ainfi une 
de ces lignes étant trouvée par le calcul différentiel ordinai- 
re , c’eft-à-dire , l’élement de la courbe étant trouvé ; alors 
la fomme des élemens , ou , ce qui cft la même chofc , l’inté- 
grale de cette expreffion différentielle , fera la longueur d’une 
ligne droite égale à la ligne courbe. 

Maintenant, que PM (y foit l’ordonnée, coupant à an- 
gles droits l’abfciffc AP (x) d’une courbe quelconque AM ; 
Sc que 7 M foit tangente à la courbe en M. Tirez l’m paral- 
lèle &: infiniment proche de PM , 6c du point M , tirez 
Mm perpendiculaire à pm , ce qui donne Pp ( — Mn ) =dx, 
& nm , — dy , 6c Mm , pour la différentielle ou partie infini- 
ment petite de la courbe AM , qu’ri faut premièrement trou- 
ver ; ce qui fe fait ou en trouvant les valeurs de Mn (dx l ), 
ou de mn , ( dy- ) par l’équation de la courbe differentiéc ; 
parce que dx-¥dy'—Mm. Ou bien en faifant comme la 
foutangente TP, ou l’ordonnée PM (dy) cft à la tangente 
TM ; a^nfi la différentielle de l’abfciftc M n , ( dx) ou mn , 
(dy) cft à une quatrième proportionnelle qui — Mn , diffé- 
rentielle de la courbe AM. Car le petit triangle rciftangle 
Mmn , cft fcmblablc au triangle reûanglc TM P , &c l’inte- 

grale 
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gralc de cette différentielle fera l’are cherché. Quelques 
exemples rendront ceci évident. 

Corollaire. 

Il fuit de ce que nous venons de dire que fi on tire PJ^ y 
perpendiculaire à la tangente TM ; /’.^ou jQbl : PM (y) : : 
Mn ( dx) ou nm ( dy ) : Mm , différentielle de la courbe AM. 

Exemple I. 


40. Trouver U longueur d'un arc quelconque AM , de la 
parabole ordinaire. 


En ce cas on a AP x a=PM ; c’eft-à-dire , ax=yy ; 
differentiant chaque membre de l’équation , on aura adx= 
J.ydy t 8c quarrant chaque membre aadx 1 = \y'dy - , 8c 

dx l = , 8c ajoûtant dy 1 , à cette derniere expreflion , 


il viendra \l dx'’—pdy l = V dy l - 


4 l'if 


= r V "“+4 y y 


= Mm , différentielle de la courbe AM , dont l’intcgrale 

fera y— h ~ — — — f —, — —7- dre. — à l’are AM. 
y S»* 7 » »•' 


Tig. jr. 


Autrement. 

Par la mefure d‘un raport. 

Cette même différentielle de la parabole ^ y/ aa-+$yy 
peut le raporter à la quatrième forme dcsTables de M .Cottes. 
Faites z.— y , »=a , 9 = o , D— ~ , e=aa ,/= 4 ; ce qui 

donne 'dz. \/ e—bf z.'^j >/ aa-+$yy , 8c l’integral e 
de cette formc,qui répond à 9=o , fera -■ DP-+ 

8C faifant P (—y/ ) — ÿ V aa-^a,yy , R ( —\Tf) 

= i ,r( = v / = ÿ v'44-+ Wj ^f== v / ^r)== 

K 
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— , la même intégrale fera V **- +47/~+ ^ 

qu’on peut conftruirc de cette manière. 

F*. iu Du fommet A , tirez AB , coupant l’ordonnée PM [y) en 

5 -, ce qui donne AB ( = V AP — f PB ) = ^ V <**-+47.7, 

6 multipliant le numérateur &c le dénominateur du raport 

- V — * 1 par — ; elle fe changera en celle - ci 

^V**H-4 77-+7 * n \ i * 4,\/*4H-477-+V_l ' 

— ,ccft- a-dire , -| 4 4 

“ V **-+477-+ 

ï7 

Mais — V **—+477 — 7 — — AB — y- PB ,& ~ji — PB i 
ainfi — cft égal à ladiftance du foyer , fuivant la nature de 

la parabole.C’cft pourquoi — | — AF | — pg— 

= à la mefurc du raport de AB-+AP &c PB , à ladiftance 
du foyer AF , comme module. Ce qui étant ajouté à AB , 

le tout fera \P aa ~+^ l -+ j - = à l’inté- 

grale de la différentielle y v / ** _ +477 = a ' a longueur de 

l’arc AM de la parabole , d’où on tire cette règle pour trou- 
ver la longueur de la courbe de la parabole ordinaire. 

Soit A le lommct , F le foyer , AP l’axe , &c PM N une 
ordonnée à cet axe. Tirez AB coupant l’ordonnce PM au 
point B ; prolongcz-là jufqu’en C ; en forte que BC foit la 
mcfurc du raport de AB-+AP , & PB , au module AF ; ce 
qui donne AC , pour la longueur de l’arc AM de la para- 
bole. C’cft-là la conftruêlion que M. Cottes donne dans fon 
Harmoniti tnenfurarum , page n. 

Dans cette courbe la fourangente TP=tAP= 2 .x , d’où 
TM = V"4 xx-+ax. C’cft pourq uoi T P ( 2 .x ) : TM 

( V 4 xx-+jx ) : : Mn (dx): Mm = • x dx=ï l’élc-- 

naent de la courbe. Or puifquc 4^=77 , donc x= ^ Sc i* 
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= y , & 4 -vat= . Par confisquent — r a ~'- - — TM. 

Maintenant TM [y) :TM ( — -f yy )i:nm (dy) : Mm = 

VÎT | 

— f y y 

» ma . y/am—ï+yf . 

a J ~ d y — - — , comme ci-dcvant; ôc Tinte- 

gralc de dx ~ 4 " t ~ + — > fupofant -*= i , fera at» — h f ylx > — 
f V*-+ÎV^— 'iV^dre. 

Corollaire. 

Si AC y DC font deux demies axes conjugues d’une hy- F/j.ji. 
pcrbolc équilatérale , Se qu’on fupofe AC ( = De ) — < t 
paramétré de la parabole i ibic l’ordonnée PM=ty, l’abfciflc 
£>M=x : ce qui donne AP=x — a , Se parce que PC x 

AP = PM ; c’cft- à -dire, x x — aa — gjy, donc xx—^yy 

~+fa. Par confisquent *== y' 4jy-\-*a. Et fi on tire qm in- 
finiment proche de fM , on aura fj=dy ; ainfi la diffé- 
re ntiellc Jf jmM de Faire hyperbolique CJj>AfA fera dy 

V aa~+^yy= à lclemcnt de la parabole. Par confisquent 
la rectification de la parabole dépend de la quadrature de cet 
elpace hyperbolique : & de même la ratification d’une 
courbe quelconque peut fc raporter à fa quadrature , en 
fupofant la différentielle , ou l’élément de la courbe qu’il faut 
rcClifier , comme une ordonnée , Se la quantité changeante 
de cette différentielle comme une abfcifle à cette ordonnée. 

Par confiSquent on peut quelquefois ratifier les courbes d’une 
maniéré plus abrégée lorfqu’on connoît d’avance la quadra- 
ture de la courbe à laquelle on peut la raporter. 

Exemple II. 

41. Rettifer une parabole du fécond degré font P équation 
eft ax , =yi= ( fupofant 4=1 , ; x '=yK 

Puifque x'=y' , donc ixdx = 3 y'dy } Se 4 
dy t Se. dx 1 = —— = — — — ( fubftituant y' pour ax l ) 

Kij 
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= ^ydy x ; c’eft pourquoi y/ dx l ~+dy l = V &'dy l -+dy t , 
(ajoutant dy 1 à chaque membre de l’cquation dx l =lydy' )= 
iV 9jdy'—\ 1-4^7’=» dy V'97-+4=àrélcmcnt de la courbe, 
dont l’intcgralc cft x 9/— f4 x ^ 9y~+ 4. Mais pour fça- 
veir s’il n'y a rien à ajouter ou à retrancher de cette inté- 
grale , faites y=o s alors ce qui refte cft ^ V4 = ^ ; par 
arl confcqucnt la longueur de cette courbe fera (*) 77 x 97— t- 4 
* V 9 J -+4 — à- 

Corollaire. 

!'• Soit le paramétré de la parabole ordinaire égal 1 , AP=\ , 
pc>j=iy -, ce qui donne AJi>jy=\y -+ 1 , &: à caufe que 

le paramétré cft 1 , J%N ( = \y — H ) = , Par con- 

féquent J 9 N = j V^J-H s c’eft pourquoi , élé- 
ment ou différentielle de l’cfpacc parabolique PM N = - 

dy V 97-44. Ainfi l’on voit que la longueur de la courbure 
parabolique du fécond degré , exprimée par cette équation 
4x l —y dépend de la quadrature de la parabole fimplc , 
ayant la même différentielle pour l’élement de fon aire , & 
par confcquent cette rectification peut fc trouver en termes 
finis. 

•Exemple III. 

41. Rcttifier les paraboles de tous les degrés. 

Que le paramétré foit=i -, enfuitele nombre infini des 
paraboles de tous les degrés s’exprimera par cette équation 
y«h=x y dont la différentielle cft tny m ~‘ dy —dx , & en 
quarrant chaque membre on aura m l y' m ~~ L dy =dx 1 , &: fi 
pour abroger vous faites 1* — 1 =? r , vous aurez m'-y T dy' L 
=dx l -, ajoutant de part & d’autre dy - , & extrayant cn- 
fuitc la racine quarréc de chaque membre , il viendra 

y/dx'—bdy 1 = \l m'y r dy 1 -+dy l = dyyl m'y*-* 1 = à 
l’élcment de l’arc d’une parabole de quelque degré qu’elle 
, m l y r ~ + ' 

foit , dont l’intégrale , par exemple -, y— b = — 
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cf r. cft la Ion- 


2.4.1 r— H 1.4.6. y — H 2.4.6.8.4r-f 1 

gucur de cette courbe. Maintenant lubftituant 2 m — 2 pour 

my xm — » — 3 

r,on aura pour le meme arc, y— b — ■ - — — - ■ 

2.2 m — 1 2.4.4W — 3 

1.3 m^y *™ — 5 1. 3. ym 8 /’” > — 7 

-+■ — <jrc. 

2.4 .6.6 m — y 2.4.6. 8.8/» — 7 

Exemple IV. 


43 . Trouver la longueur d'une partie quelconque BC de 
la fpirale équiangulaire ou logarithmique. 

Supofc le rayon AB=a , AC=b ; que BD (c) touche la 
fpirale en B, Se que AD foit perpendiculaire à BD. Nommez 
BD ,p ! que PE touche de même la fpirale en P , Se que AE 
lui foit perpendiculaire. De plus , que Ap foit infiniment 
proche de AP ; du point A décrivez le petit arc Pm ; enfuite 
faites AP — AB— F P ,y. 

Or par la propriété de cette courbe, un rayon quelconque 
AB , la coupe toujours dans un même angle ; c’cft-à-dirc 
fait toujours un meme angle A BD avec la tangente BD -, 
donc un triangle quelconque APE , cft fcmblable au trian- 
gle donné A BD. Mais le petit triangle mpP eft auffi fcmbla- 
blc au triangle APE , l’angle en m étant droit =E , Se l’an- 
gle en p étant commun aux deux triangles ; d’où il fuit que 
le petit triangle différentiel mpP cft fcmblable au triangle 

ABD ; d’où on tire BD (r) : AB (a) : : mp ( dy ) : Pp=dl 
= à l’élement de la partie P B de h courbe; Se l’intcgralc 
j- cft la longueur de la partie PB-, Se mettant b — a pour y, on 

aura — - — = à la longueur BC ; c’eft-à-dirc , que BD (c) ; 
AB (a) : : AC — AB : à la longueur BC. 


"» 


%• 31 - 
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Exemple V. 

44. Trouver la longueur d'un arc quelconque AP , de U 
fpirale Arc ^'Archimedes. 


Que CAM foie le cercle générateur. Nommez AC a , la 
circonférence é , l’arc C M x , l’ordonncc AP de la fpirale 
y , & que PT couche la fpirale en P ; coupant la ligne AT 
tirée du centre A de la fpirale, perpendiculaire à AP dans 
le point T. De plus , que Mm=dx , tirez Am , &c de la di- 
ftance An , &c dü centre A , décrivez le petit arc np. Main- 
tenant ax==by , exprime la nature de cette courbe. A caufc 
des fcûcurs fcmblaolcs AMm , Apn -, on aura AM (a) : Mm 
(dx) i : Ap=AP (y) : Pn = > & parce que les triangles 

ppn , PAT, font aufli femblablcs ; on aura pP ( dy ) : pn 
( — AP (g) : AT foutangente = ~ . Mais adx=bdy> 
donc dx= — , en fubftituant cette valeur de dx , dans 
^ on aura AT= ^ . De plus , à caufe que le triangle 

TA P eft re&anglc , AT C yr ) -+ AP (yy)= T p ~ 
, ainfi TP= \l a'-^bbyy ; &C AP ( y ) -TP(± 
y' d*—\-bbyy ) : : pP (dy) : Pnr=i — dy a^— 1 rbbyy^=- al élé- 
ment de la partie AP de la fpirale, qui fc raportc a la quatriè- 
me forme des Tables de M. Cottes. 

Car faifant z,—y , , 9 =o , D= — , e=a* , f=lb , 


on a ' dz. V e-+fz," = — — dy y/ d 4 —±bbyy, dont 


<S4 

l’intcgralc eft ^ DP - I- y. , & mettant pour P, 

R,T,S s ou pour V > Vf > V — jp~ > V' ^ > lcurï 
valeurs y \/ a J —\-bbyy , b , — V **~+bbyy , — ; alors il 


viendra O- H I — 2^ =»ïmregrJc 

de la différentielle dont nous venons de parler. 

On peut conftruire ainfi cette intégrale : coupez AP (y) 
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dans le point!, , &: tirez DL , parallèle à la tangence PT, 

coupant la foucangentc en D ; ce qui donne DL= — 
\/ a : —ybbyy , puifqu’il cft égal à ; PT— ~ \/ a'— hbbyy. 
De plus le module — fe trouve en faifânt AD AL 

x * in» 

(—):•. AL ( — ) : AF = , & le raport 

x X xt x r aa 

= — — V a'—ybbyy — f — , comme l’on trouvera en divi- 


fant le numérateur & le dénominateur de cette dernicrc 
exprdïion par ~ ; ainfi ce raport = ■ De même , fi 

à DL , vous ajoutez qui cft la mefure du raport de 
LD— AD à AL , la ligne DF en étant le module j toute la 
ligne DQ eft égale à la longueur AP de la fpiralc. 

De cctce maniéré vous pouvez trouver la longueur de tou- 
te la fpirale , en faifant y=j , qui cft le rayon du cercle 
générateur. 

.Exemple VI. 

. Trouver la longueur d’un arc quelconque CP de la 
fpirale réciproque APC. 

Autour du centre A , 8c de la diftancc AC, décrivez le Fig. jf. 
quart de cercle SC Ai H , 8c continuez AP en Ai. Or par la 
nature de cette courbe un de Tes rayons quelconque AC cft 
réciproquement comme l’angle BAC qu’il fait avec le pre- 
mier rayon AB , ou comme l’arc BC ; c’cft-à-dirc , que AP -, 

AC : : BC :« BAI ; ainfi AP x B Ai= AC x BC. 

Maintenant faites AB ou AC=a , 8c l’arc Bc=b , l’arc 
BAi=x , 8c AP=y ; &c l’on aura ab==xy. Tirez PG jufqu a 
ce qu’elle touche la courbe en r , 8c tirez aufli AG perpen- 
diculaire à AP. Supofez Ap infiniment proche de AP, 8c 
continucz-la jufqu a ce quelle coupe l’arc du cercle en m , 

8c de A , 8c de la diftance Ap , décrivez le petit are pn -, à • 
caufc des fedeurs fcmblablcs Anp , A Aim ,■ a Ai (a): Mm 

(dx) : : AP (y) •. pn~ j & de même à caufc de la fimi- 
litudc des triangles A PG , nPp , on a Pn {dy) : pn ( — ) vv 
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AP (y) : AG— ^ ; diffcrcntiant 1 équation de la courbe 


al—xy ; on aura dx= ~ , qui étant fubftitué pour dx 

dans ^ , viendra AG=b ; c’eft-à-dirc , égale à la ligne „ 

tirée du centre A , perpendiculaire à un rayon quelconque 
AP de la fpiralc , qui coupe fa tangente à l’extremité du 
rayon , fera une grandeur confiante , par exemple , = à 
l’arc BC , qui cft égal à une ligne droite , perpendiculaire au 
premier rayon AB , quand le point C eft à une diftancc infi- 
nie , & l’angle BAC infiniment petit; c’eft-à-dirc, égale à 
AD diftance de l’afymptotc DE du centre A. Ainfi AP (y) : 

GP (y/ bb-A-yy ) : ; nP {dy) : Pp— — \l bb-+yy = à l’élé- 
ment de la courbe AP. 

Cet exemple peut être raporté à la troifiéme forme des 
Tables de M. Cottes. Car fanant z,=y , «=z , 9=o , D= i , 

e—bb yf—i , on a Dzf " — 1 dz. y e-A-fxP —— \l bb-A-yy , 
& fon intégrale ^ DP — y DR , en fubftituant pour 

P ( y f e-+fz. * ) \/ bb —Pyy , pour R (=\/ r e)b, pou r T (= 
V e-AfZ") y_bb-pyy,&c pour S (=V fz')y, fera =V bb-Ayy 
0-+ ^ (J j f U pofé invariable =z. , alors 




= l’arc APC ; & la 


l’integrale y bb—Pzz. — b j 
différence de ces intégrales , par exemple , y bi—hzz, — 

= CF—PC-+JF 


1 ~ à lu longueur de la partie PC de 


AF-+CF 


I AP 


's fi 


la courbe ; c’cft- à-dire , que fi à la différence CF — PG des 
tangentes , vous ajoutez la différence des mefures du raport 
de AF -+ PG & AP , au module A F , &: du raport de 
AF-A-CF AC , au même module AF , le tout fera la lon- 
gueur de la partie PC de la courbe. 


AF-+PG 


Or parce que AF | = AF | pG _ /f 


AP 

PC. A F > ^ 


l e F— af Ap ar L* fiholity art. I 4 .jpar confé- 

quent 


AC 
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quent fi LM eft la incfurc du raporc de AC & CF — AF , au 
module AF , &: de même lm , la mcfurc du raport de AP ôc 
PG — AF, au module AF ; la fomme des différences des 
tangents CF — PG , &c la différence des mcfurcs lm — LM , 
fera = à la longueur de la partie PC de la fpiralc. 

Exemple VII. 

4<î. Trouver la longueur de Parc CP de la c ourle 
logarithmique CFG. 

Qiie AC , aP foienc les ordonnées perpendiculaires à l’a- r/ 6 
fymptotc Af , &c que CF, Pf , foienc les tangentes : de même 
que n foit infiniment proche de P , tirez np parallèle à af. 

Nommez AC , z, , a P , y , & la foucangente invariable 
AF , ou af , b. Maintenant à caufe de la fimilitude des 
triangles aPf, nPp , on a AP (y) : fp bb~+yy) : : nP(dy) : 
Pp—j-y/ bb—hyy = lelement de la partie infinie PG de 

la cqurbe.qui étant comparé à la troifiéme forme des Tables 
de M. Cottes , donne pour intégrale (comme dans le dernier 

problème ) \l bb~+yy — é| l ~ + Ÿ* t ~*n . De la même manière 
on trouvera que l’élemenc de la partie infinie CPG , eft — 

V 11-hz.z, ; & pour Ion intégrale \l bb—Pz.z . — « 

& la différence de ces intégrales , par exemple , x'bb—’rz.z. 

— \l bb -+yy —ré | | i-+ÿiï^ =CjF _ 

Pf -+AF fgt- Af fqf . ou <*f CF-pp+AF I 

A p I ^ 

ff—AF 1er— vif 

Maintenant fi on prend AL égal à CF— AF , & al égal * 
rf—AF , 6f que LM , lm , foient tirés parallèles à Af alors 
par la propriété de la courbe , LM { = l’abfcifle An ) fera 
le logarithme du raport de l’ordonnée AC , àl’ordonnée Mn 
c’cft-à-dirc, de AC à AL ; par conféquenc LM , eft le lo- 
garithme de c f M . De même lm eft le logarithme de 

L 
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Fig. 11. 


Si 


ANAUSE 


j “ — , & fupofant la foutangentc invariable AF , ou af 

(l) égal au module des logarithmes , la ligne LM (*)—AF 

' ^,=AF | 
aP « 


c£-f * & lm = AF 


I -AF 

» c’eft pourquoi fi \ef- — Pf } différences des tangen- 
tes , vous ajoutez Im — LM, différences des parallèles, letouc 
fera égal à la longueur CP de la courbe. 

. Exemple VIII. 

47. Le finus PM Sun arc cjudconqne PM d'un cercle , 
1 étant donné avec le rayon , trouver 
la longueur de cet arc. 

Que AP—x , le rayon AC= 1 , &c le finus ou l'ordonnée 

FM— y ; par la propriété du cercle on a AP x PB— PM , 
en termes algébriques ix — xx=yy. Difterentiant , on aura 

idx — ixdx—iydy &c dx=* , & quarrant viendra dx l 

= — v — — = 1 t > car par l’équation de la courbe ix— 

I IX— *-XX 1 — 7 * 1 

1 J x 

xx — yy 5 donc V dx'- -+ dy l — y' - — r ~+ ày 1 = 

_ ipz = v= * d 

~ I JX V l f‘ r I ■/ J J * 

élément de l’are AM -, dont l’integrale ^ — b —■ 


»? y 


y -¥ 


i.j.y .7 


1.4. 6. Bp 


y 9 dre. = à la longueur de l’are 


AM. 

Maintenant fi l’on nomme le premier terme A , le fé- 
cond B , le troificme C , le quatrième D , dre. & que le 
fécond terme foit multiplié par f , le troifiéme par j- } le 
quatrième par \ dre. la ferie déjà trouvée fc changera en 

celle-ci y-* ~ Af- -f ± -+ £ y Cf H- 7 D7 1 

&c. 

Autrement. 

Tirez le rayon CM , achevez le reébanglc infiniment petit 
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PMnp , faites AB— r j Se comme ci-dcvant AP=x , } 

alors .v — xx=yy , &: à caufc que le petit triangle rectangle 

Mmn eft fcmblablc au triangle P MC, on aura? M ( * a.-*); 

MC (\) : : Pp ou Mn (dx) : Mm— — - dx — -- xx . 
11 r 1 ' iyx — « u— u« 


* dx—\ l’élément de l’are AM ; dont l’intégrale fera x* 


l 

x * 


.JL J. 


40 


-- x* 
i rr 


TTiï ** = x* multiplié par 


-1 r 

40 


c ". e *»Ï - **<**•, 

Si le finus du complément PC , eft égal à x , Se le rayon 

Ac=i ; alors l’elcment Mm , de l’are CD , étant le complé- 
ment de AM , au quart de cercle , fera — ■ — j 
- ■ Y‘~— " > ou 


xx * ^ ■** 

~ dx ; car puifque par la propriété du cercle i — y y 

—xx , qui étant differentié fera — xydy—ixdx , Se divi- 
fant chaque membre de l’équation par i , on aura 7^= 

xdx , Se dy= — y Se dy'= » par confequcnt 

V dx -+dy l = t-dx 1 — dx\/ — — dont l’inte- 

grale eft x— f 1 x*— h x J -+ dre. = à la longueur 

de l’are CD. 

S C H O L I E I. 


Si l’are AM ( *) eft donné dans les ferics déjà trouvées , & 
qu’il faille trouver le finus verfe ou baze AP (x) ou le finus 
MP. Pour trouver le finus verfe , extrayez la racine quarréc 

de cette équation (*) z.=x' -+ i x^ -+-’ 5 x» -t- -L -x* dre. 
AP étant =x ; & pour trouver le finus Pm ; extrayez la ra- 
cine quarréc dc*=*H- x’-fix'-f jl- x? dre. dans 
laquelle PM*=ve. 


srt. 


S c h o r. j k II, 

Cet exemple nous donne l’éclaircilTemcnt du theoremc 
de M. HugHcns pour trouver la longueur d’un arc quelcon- S ’ 
que AM d’un cercle , ayant la corde AM de cet arc , & la 
corde Am , d’un arc égal à la moitié de la donnée. Voici 

L ij 


» grt. 3 • 


r 'i }*■ 
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le theoreme _ i> arc AM \ p CU p r £ s< 

Nommez le rayon AC , a , l’are AM , a , la corde AM , 
A , Se la corde Am de l’aie AM , B. Ce qui donne A 

(=mp— à deux fois le finus de Am =j-i) /*) =z — 

4 .6 m 

-+ — -- — - — dre. Se B— 1 z -- h - 

4.4.x lua * ' » 2.16.644 1.16. 16. 1104* 

— dre . Maintenant multipliant Æ, par un nombte quelcon- 
que fupofé n , Se du produit fouftrayes en A , Se afin que 

le fécond terme — 1- — - — s evanoüifTe , faites - le 

X. 10.04 4.644 

=0 ; ce qui donnera />— 8 , ainfi 8 B - — A= $z. * — 

j.jJ g g ^ 

•777— — Vdre. c’cft-à-dire, 1 =2, , l’erreur étant feu- 

04. 1104* • * * 

Z* 

lement de — dre. de trop. 

SchOLIE III. 


Si la perpendiculaire AP d’un arc MAm , cft prolongée , 
& qu’il faille trouver dans cette ligne le point F , tel 
qu’ayant mené les lignes FME , Se Fmc , elles renferment 
la partie Ee de la tangente du cercle en A , à peu près égale 
à la longueur de l’are Mm. 

Que e foit le centre , le diamètre AG— a , Se la perpen- 
diculaire AP—x -, ce qui donne PM ( = v/ ax — xx ) = 
l 1 7 

IL AT* X * X* 

X* 7 — &c. Se AE (= l’arc AM) 

2.4» 845 1 64» 

\ 1 z 

Il x ÎX* 

— 4* x* H 7 — + - — f — — - — f &c. Mais à caufe de 

6 a 1 40 4* 1124* 

la fimilitude des triangles FM P , FEA -, on a AE PM 

(I£ Ml M w J. 

1 44* 124* 644* 

Z 1 

I ~~ -F&e.)-.AF—\a — \x — — ou-hdc, 

404* 1124* 17J» 
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Supofons maincenant AF — { a — x -, enfuitc faifant 
AH = î AP , (x) & GF = HC , une ligne droite tirée de 
F par M, &C un autre par m, couperont la partie Et , à peu de 
chofe près égale à la longueur ac l’arc MAm ; l’erreur étant 

feulement de lxt(x y ax-\- ou — dre. 
i M»' 

ScttOLIE IV. 

Si l’on veut l’aire d’un fegment MAm , d’un cercle dont F , 
on a befoin , le plus exactement qu’il foit pofliblc ; réduifez- * 
là en une feric infinie , par exemple , que le fegment M Am 

» 1 2.X* * X % X x 

foit = ? 4Ï *» 7 1 1 dre. à peu près 

I4<J* 364* 

égale à * AM — h PM x ± AP } l’erreur étant feulement de 
— \/ ax ~- (- dre. de moins. 

JQ» 

Exemple IX. 

48. ReCHfer F élipji ; ou , trouver la longueur ef une partie 
quelconque AM de cette courbe. 

Que le demi grand axe AC foit a,fon demi conjugué Ce— b, w 

AP=x , & PM=y ; par la propriété de la courbe on aura 

AP x P. xCf* TT? , n V J- ht 

=TI = PM ; JC cft-a-dire , — x zax — xx=yy -, & 

prenant la différence de chaque membre de l’équation , on 
aura zadx — 1 xdx— —■ x ydy , ou adx — xdx= x y dy\ 

donc dx = — ydy , & quarrant chaque membre dx’= 


st’—VJl 5 & puifquc par la propriété de la courbe 

bb x zax — xx = aayy , &c b* x zax — xx = aabbyy ; fi 
on fubftituë aabbyy pour fon égal dans le dénominateur , on 

aura dx 1 — ~ beézjÿ j & ajoutant de part Si 


Digitized by Google 


8 G 


A N A L I S E 


d’autre rf/ ; on aura dx 1 — f <a^ 1 = [t 7 ^ , -f dy 1 = 

— b'y'Jy' 1‘ xp , , „ 

FZ5ÿ — = iCjÿ- x dy 1 -, & par confe- 

qucnt \/ dx r -+dy'- = -- V — à l’élcmcnt Mm, 

de l’arc JM de l’élipfe ; 5c fupofant b= i, d 1 — bb ( =a f — i) 
=c ; alors lclement Mm de cet arc fera dy ; & l'on 

intégrale fera , fupofant n—\— H ; /-+ — JTxT. 

«f "'J «Y j 

— f- — — - — - ~-f~ — eé c . 

7.x 7.%.x. 7.X.I.X.X. 

Mais pour trouver la longueur de l’arc MC de l’élipfe , on 
peut s’v prendre de cette maniéré ; foit Pc=x : 5c on aura 

Ce » , „ x .. M 

JC — PC x — = PM , c elt-a-dirc , aa — xx x — ==//. 

donc aa — xx x bb=aayy , différenciant chaque membre 
de l’équation , on aura — ibbxdx = i a'ydy , ou — bbxdx 

— itydy , Sc dx =» — ~ x , 5c en quarrant chaque membre 
dx'= . Or par 1 équation de la courbe on a x , =44— 

— y 1 ; donc bK\-'-=aab< — b l y l -, 5c fubftituant aab* — b'y 1 , 

pour b*x l dans le dénominateur ; 5 C dx-=- j ,j. xTj 5=1 
■ , enfuite ajoutant de part 5c d’autre dy 1 , on aura 

££ df = f H- dy'= x dy' ) = 

1 *-*•*' — j' x ^ x i/ 1 } c’eft pourquoi \S dx 1 -+ dy 1 =. 

±2 dy~ i l’élcmcnt de l’arc MC , qui eft le 


— b 


b' b 


meme que l’élement de l’arc , quand JP=x-, ainfi 
l’intégrale de celle-ci a la même cxprelhon que l’intcgrale 
de l’aro JM. 

Si 44=4 , &C CP=x , on aura la longueur de l’arc M Css= 


bb «! 

- — x — * 

3 a 
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t' 

8 j* ** J»* 


bb b^_ 

laa ta* 

Ib l* 


b‘ *» 

1 6 a* * 7a‘ 
ib* s t' 


bb b * ib- J*' x’ , 

-+ 7Ta-s7>-+7iï — &c ' 


Car — X 44 — xx=jy \ &C — x a a — xx * =7 5 donc — x 

—xdx , « « bb xx . 

■ 1 = dy ; de meme — x x dx 1 =dy 1 , 

-, bb xx 

lcqucnt 1 — f — x 


par con- 

x dx'=xdx'~\-d]i x ; &: l'élement de 


*1 


l’arc MC , fera 1-+ ~ x j xdx, qui étant réduit en 

bb 

une feric infinie, fera =i-f- 7 x — x * fl „ 

» aa ai — ** • x . * 


aa — xx 

dx 


* 

1 X * 

b • 

* 

XX 

1 * x*' 

x — 1 

1 x ïT 


Md — —XX 

1 ‘M 54 ,. 

aa — xx J 


1 » bb m 1 x 4 x * x* 

-+ r dx x — x — — f 1 f- s ri-r 

aa «■ «» ^ a « 1 CfC. 

- i ** * 7 x . cff - 

* 7 x 7 "+v > 

— * 7 * 7., &c. 

& l’intégrale fera 

bb 

x — -4. 

5 «* 

»* 

1* 


, . W . *’ . *' X* 

r x x -+ * — ■ — f- — - — l — - rbr 

1 aa i aa <»♦ ^ Ta’ ^ > ° rfl ’ 


b* 

ï * 7 * 

b* 

x — X 
« 
f» 

X — X 


7 « 

**» 


7 » 


TT! 

5 

TTI 


S* 

A » 

?«" 

!»’ 


X’ , 

» «*• 


étant égales aux fériés qu’on apropofées en premici'fxcu. 
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Exemple X. 


49. Rciïijîcr r hyperbole ; ou , trouver U longueur de 
l'arc AM de cette courbe. 

Que le centre foit C, le grand axe a A (1 a) , fon demi axe 
conjugué Ce ( b ) , l’abciffc AP (x) & l’ordonnée corrcfpon- 
dantc PM (7). Maintenant la propriété de cetre courbe eft 


„ dP x AP x Ce 

telle que — — 

a A 


U 


PM -, c’cft-à-dirc, que — x zax-j-xx 

* dit 

=yy , difFerentiant chaque partie de l’équation , on aura 
ladx -1- 2.x dx = ~ x y dy , ou bien adx -+ xdx= *— x 

; &c quarrant chaque membre de 


n'ydj 


ydy ; donc dx— — 

J ' y x *-+x 

l’équation dx'~ = - Or par la nature de la 

courbe-, bb x lax—bxx = aayy , &: b* x 2.ax-+xxz=a l b 1 y l ; 
fi on fubftituë a'b'y 1 pour iab\x~yb*xx , on aura dx'= 

a* b* —h a* b *; 

côté dy 1 , 
y y x rr 


— = ■ f-, » ajoutant préfentement de chaque 

1 vous aurez dx 1 ~+ dy 1 = } i> - — e /Z» 1 — ■ 


y-ciÿ ~+ d y x = 

d J 


y~+i 


u 


yy-+y- 


x dy \ Par confëquent y r dx l -+dy l =-f 
— = Mm , élément de la rectification de 


j . , A 

l’arc AM -, qui eft tout-à-fait le meme que celle de lclipfe , 
dans le dernier exemple , excepté feulement que dans l’élipfe 
le figne du terme l x yy , eft négatif, &c qu’ici il eft affirma- 
tif ; par confequcnt l’intcgrale dans cet exemple eft la même 
que celle de lclipfe , ayant feulement les lignes différons , 
comme par exemple dans ce cas-ci a'~+i=c , &c c — 1 =n. 

Nota. Si l’hyperbole eft équilatérale , alors zax— f xx 
=yy , exprimera fa nature. Prenant fa différence on aura 
zadx-\-txdx=^i ydy , ou adx -+ xdx — ydy , &C dx = 

~~ ; quarrant chaque membre on aura dx x — — - **'■— — ; 
6 c fubftituant y y ( =iax —bxx ) dans le dénominateur ; on 
aura dx 1 = . Par confequcnt , \l dx 1 -f dy 1 = dy 

V 
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V ~r~r — l’t'lcmcnc de l’are AM -, faifant a— 

dy\/ ; dont l’intégrale fera y -y — - j- 

— cd. <*. 

7.1.1. î.z > 

S C H O L I E. 


Sÿ 


f 

7.1.1. 


Si dans Iclipfe M Am , AG= au grand axe , Se AJg== au 
paramètre , que J^F foit pris = j AJ^— 7^7;— x AJ~-, 

&c dans l’hyperbole , J?F = \ AJj>j+ ~ * AP , 

&e qu’on tire la fccantc F MF. : alors la tangente AE cft 
prclquc égale à l’are AM de lclipfc ou de l’hyperbole , (i 
elle n’cft pas trop longue. 

Exemple XI. 

jo. Rettifer la cycloïde 5 ou , trouver la longueur 
de l’arc AM de cette courbe. 

Que A^=x , AE— 1 ; Qq = MS=dx , Se par la pro- 
priété du cercle P JF== y/x — xx : ainfi AP = y/x =x», 
Se par la fimilitude des triangles APjj^ , MmS , on a AQ 

(x) : AP ( x* ) : : MS ( dx ) : Mm — x~~ * dx = l’élement 

de l’are AM , dont l’intégrale fera zx* = iAP — à l’arc 
AM. Ainfi la longueur AD de la moitié de la cyclo'idc 
égale deux fois le diamètre AB du cercle générateur, ce que 
nous fçavons , par d’autres principes , être vrai. 

Exemple XII. 

ji. Trouver la longueur d un arc quelconque AM de la 
cijfoide de Diodes AMI. 

Que AB diamètre du cercle générateur foit a , & nommé 
PB , x , l’ordonnée PM ,y , alors AP— a — x. Maintenant 

par la nature de la courbe PM ( y ) =AP x \l ^ > qui cfir 

■ ■ ■ ■ 4 je __ i — — — . J 

y— a — xy — — v 1 x a — xJ * ; Se prenant la diiFc- 

M 


%• 


F/j. 1 S. 


Tig. 4 *. 


. Digitized by Google 


9 o A N A L I S E 

rcncc de cette équation , viendra dy = dx x — \ x~ 1 x 

,1 . — - 1 , 4 ‘-'i — i* / — * . 

4— -V | 1 — ; A- * X a— x l * = — — y/ — X dx ; & 


en le quarrant on aura dy' — 


*rt-+ 4 iix— f 4 x.r x n — x 


a’ -f- 3 .jrtjr — 4 *' 


x dx 1 . D’où il fuit que dx'-—¥dy 1 = 


— x dx'— 

«’-f 5««* 


x dx 1 ; ainfi V dx'—l-dy 1 — ~~ ~ ~~ = j » dx x 

^ 4 -+ 3 X. 

Prefentement la comparant à la quatrième forme des Ta- 
bles de M. Cottes </* \/ r-J-/*’ , faifant z=x , 

r=;a,B=— i ,.=I ./=! , on aura P (V ) 

-x ^ >A<vf) = v>> t ; = 

v &c s ( V — V ■ Ainfi l’intégrale—^ DP 
-+ — DP |-y~ > deviendra l’intégrale de la différentielle 

\Vi-+V 

, , , a- j-j* ../! •' * 

donnée — y MV J I , ou = — a 

y t 

, «H- 3 * /t } V dx-+\\dd~+ i dx 
V — — -+ 3 V ï ^ I y/s aa 

Mais on doit changer cette intégrale pour quelle expri- 
me l’are AM . 

Pour y parvenir , faites x — a , l’intégrale deviendra 

, , *— *■ V ?<*<* 

— 14-+3 V 7 ** — ~T' > “ maintenant on en retran- 

V ï aa 

chc l’autre intégrale , on aura pour l’cxprc/fion de la 
longueur de l’arc AM , ay/ —21 — za-+ $ V \ tta 

! a ~ + Y- } aa , fc reffouvenant que la fouftraâion du 

JV dx — jd/t— \-ax 


rtldl—^ax 


y/ ax-\- y/\aa-+ax y/ a-+iaa . 

Ia port ~~7/ï du raport — 7r =r c “ une mvi- 

V jdd y 

fion de la dernicre par la première. 
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Pour conftruire prcfcntemcnt cectc intégrale ; tirez AC 
( V ï aa ) coupant l’afymptotc en C , de manière que CAB 
ioit le tiers d’un angle droit ; que BD ( y/ ax ) foie moyen 
pro portionnel e ntre AB ( a ) &c PB (x) -, tirez enfuite CD , 

(V \ au — ax ). De même tirez AE , coupant PM= \ a 
V' —7- , &: vous aurez l’are AM de la cifToïdc = z AE 


lA B 


3 BC I A -^~ 
) I BD-fDC 
a-+\f*aa 




y/ ax-Ey/'-aa-tax' 



M i, 
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SECTION V. 

TJ f âge du calcul intégral dans la cubation des folides 
&■ dans la quadrature de leurs furfaces. 


PROBLEME. 

J2. Cuber ou rncfnrer la folidité d'un corps quelconque , 
formée par la révolution d'une fgure plane 
AMN , autour de l'axe AJg^ 


Ti t . 7. 


T irez l’ordonnée pm , infiniment proche de PM -, en- 
fuite on peut prendre le parallclogramc PMrp , pour le 
trapeze PMmp 5 par confcqucnt le cylindre formé par le 
petit parallclogramc PMrp , pendant que la figure AJV^fe 
meut autour de l’axe A peut être pris pour lclcmcnt de 
la portion du folide, formé par la circonvolution de la portion 
AMP de cette figure plane; &: Pintegrale de cet élément 
fera égal à la folidité de cette portion conçue , comme com- 
pose d’un nombre infini de cylindres , chacun d’une hau- 
teur infiniment petite. 

Faites Al—x , PM— y , & que le raport du rayon du 
cercle à la circonférence, foit exprimé par y . Alors la cir- 
conférence du cercle décrit par le rayon PM fera = ^f- , &c 


l’aire dudit cercle fera “.7 1 , qui étant multiplié par Pp {dx) 

deviendra ~ y 1 dx— à la folidité dudit cylindre PMijp , ou 

ce qui cft la même chofc à l’élement de la portion du 
folide ; & fi pour y 1 , vous fubftituez fa valeur prife dans 
l’équation de la courbe AMN , vous aurez une cxprdlîon 
différentielle affeétée d’une feule quantité inconnue x , dont 
l’intcgralc exprimera la folidité cherchée. 
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Exemple premier. 
j$. Cuber un cône droit. 




9 i 


Un conc droit peut êcre forme par la révolution d’un 
triangle rcftanglc ABC, autour de fon côté ou axe AB. 
Supofons maintenant AB— a , BC=r , AP=x , PM=y , 
alors à caufe des jrianglcs fcmblablcs APM ,ABC -, AP( x): 

PM (j) : : A B (u) : BC (r) ; donc —y j & quarrant cha- 
que membre ~ —yy. C’eft pourquoi P —~ ( = l’élément 
du (*) folxdc ) = --Jy = > ( fubftituant ^ pour_/ ) 

= à lclcmcnt de la folidité de la partie du cône formé par 
le triangle APM , dont l’intcgrale = r ~ = à la folidiré de 
la partie du conc ; &: fi vous fubflituez a pour x , la foliditc 
de tout le conc fera t=: ^ apr x \ a— \pr x \ a , c’eft- 
à-dirc , qu’il faut multiplier la baze par ~ de la hauteur. 

Exemple II. 

J 

54. Mefurer la folidité de la fphere , ou une portion 
quelconque d'icelle. 

La fphere cft formée par la révolution d’un demi-cercle 
ABa , autour de fon axe ou diamètre AC a , que le rayon 
AC=r , AP—x , PM— y , enfuite par la propriété du 
cercle générateur yy=irx — xx -, donc = ,pr *‘ lx (xix 

= à l'élément du fegment de la fphere formé per la révo- 
lution du demi fegment du cercle APM , dont l’intcgralc = 

ifrX 6r ~~ = ,a foliJ ité du fegment AMm -, & fi on fubfti- 
tuë tout le diamètre nr , à la place de .v , la folidité de toute 
la fphere fera = = _s frl== ± ^ ^ 

x I r -, c’cft - à - dire , qu’il faut multiplier par ( i r ) - du 
rayon ou 5 du diamètre, le rcéhnglc du diamètre tr & 


• art. 51 . 


* 
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de la circonférence p ; &: fi le diamètre ir=i , alors 1a 
folidité de la fphcrc = \p- 

Corollaire I. 

Il fuit dc-là qu’une fphere eft égale à une piramide qua- 
drangulairc , dont la baze eft le rc&anglc produit par le dia- 
mètre de la fphere i r , te par la circonférence du cercle , 
dont la hauteur eft égale au tiers du demi - diamètre de la 
fphere. 

Corollaire II. 

Puifque la folidité d’un cylindre circonfcrit à une fphere 
eft pr- -, ainfi elle eft à la fphcrc , comme pr l eft à j pr 1 , 
ou comme ipr 1 à a pr 1 , ou comme 3. à a. 

Exemple III. 

y y. Si ED B F e/l un cylindre droit , & que la partie 
DBMAF , /bit coupé par un plan DF A pa/Jant par le 
centre C de la baz.e inferieure , & par F extrémité du 
diamètre FD de la J'uperieure •, on demande à mefurer 
ou cuber cette partie DBMAF , qu’on apelle l’onglet. 

Que AD , foit perpendiculaire à BE=ir , tirez CF , te 
d’un point quelconque P , dans AD , tirez PM , parallèle à 
CB , te P N , parallèle à CF , joignez les points M , N , te 
nommez la hauteur F B , a. Maintenant un triangle quel- 
conque PM N , rcétangle en M , formé comme nous venons 
de dire , eft fcmblablc au triangle rectangle CBF. Cela fu- 

pofe , nommez CP , x ; enfuite on aura PM =rr — xx -, 
te CB(r) iBF (a) : : PM (V rr — xx) : MN= j- V rr — xx\ 

te l’aire du triangle PM N , eft ?- PM x MN — ^ x 

rr — xx y qui étant multiplié par Pp ( dx ) fera arrJx 
= l’élément de la partie APMN de l ‘onglet-, dont l’intégrale 
fera — — = à la folidité de cette même p artie APMN 

1 6r 

te lorfquc x=*r , alors cette dernière cxprelGon fera é ar= 
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à la folidité de la moitié de X onglet , 8c par confcqucnt toute 
la folidité enticre = f ar 1 . 

Exemple IV. 

J 6. Mefurer un folide formé far la révolution de U 
fartic FmM de la lunullc Hypocratc F AD 
autour du rayon ED comme axe. 

Tirez la tangente A a -, nommez le rayon CE , i ; alors le 45 - 
rayon OA cft \' 2. : de meme faites EP = x , l’ordonnée 

FM~y , Se Pm=z : alors CA — CP ’= PM *j par la pro- 
priété du cercle -, c’eft- à- dire , en termes algébriques 1 1 

— 2.x — xx ( = 1 — 2.x — xx ) =yy ; 8C ED — EP* =Tm 
ou bien , 1 — xx=zz , d’où l’aire du cercle décrit par Pm\ 

fera e 2px ir — s & l’aire du cercle décrit par Pm fera 

j Se la différence de ces aires fer* ~ Vanneau 
décrit par Mm -, 8e multipliant cette cxprefTion par la diffé- 
rentielle dx , on aura = à l’élément de la partie du 
folide décrit par la partie FmM de la lunullc -, dont l’inté- 
grale fera ~ — à la folidité de cette même partie. 

Exemple V. 

57. Cuber , ou mefurer un conoïde parabolique formé 
par la révolution d un efpace parabolique d'un ordre 
quelconque autour de fon axe. 

Que le paramètre = 1 ; que AD=a , BD=r , AP==x , Fig. x. 
PM— y. Maintenant la nature de toutes les paraboles s’ex- 

prime en general par y”> =.v , d’où y=x m -, donc yy=x " } 

t 

par conféquent p ~ = = l’élément du folide formé 

par la révolution de la partie APM de la parabole j dont 
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mp m 1 

Tintcgralc fera — — x ~~HT > & fubftitiiant y 1 x pour 

2»i-f 4 xr 

wt— bx 

x m Ton égal , on aura mf7 ' — = l’intcgrale de ce 

4 -tïrnxr 

même folidc. 

Si l’on fubftituë a } hauteur de tout le conoïde pour x 5 
&c zr , diamètre de la baze pour zy ; alors la fohdité de 

tout le conoidc lcra - ■■■ - — = x apr— ; pr x 

4-+1 m xr 4 -+ iw» 

W»J « 

x— b m 

Il fuit dc-là que fi la parabole ordinaire eft la courbe gé- 
nératrice du conoidc ; alors m=z , donc = =7. 

> X m X — b 1 

D'où il fuit qu’il faut multiplier la baze par la moitié de la 
hauteur -, par confcqucnt le conoïde forme fera la moitié 
d’un cylindre de même baze &c hauteur. 

Exemple VI. 


j 8. Cuber un fpheroïde formé par le mouvement d'un 
efpace femi-éliptique autour de fon grand 
ou petit axe. 

Faites AP=x , PM=y &c Aa=a , que le paramètre 

■ 1 

* * AP x b 

T=b ; après quoi vous aurez PM = AP x b — ; c’cft- 

bx x 

à-dire , yy=bx — , pour exprimer la nature ou la pro- 
priété de l’élipfc. Par conféqucnt (*) — ~p a 

x dx— — dx — f — dx , élément du folidc formé par la 

2 r ira 

révolution de la partie de l’cüpfe APM -, &c l’intégrale de cet 
élément fera — — r — = audit folidc. 


4 r 


6 tir 


Si l’on fubftituë tout l’axe a , à la place de x , tout le fphe- 


roïde fera — 

Or 


ôpbtt 1 — ^pba 1 fba 1 


i 4 r 


D’où il fuie que fi l’axe conjugué Cc=zr , alors on aura 
Ar'-—ab i ainfi la lolidité de tout le fpheroïde = | par 5 c’eft- 

à-dirc , 
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à-dire , un fpheroïdc éliptiquc cft égal à un cône qui a pour 
fa hauceur le grand axe a de lclipfe , &: pour le diamètre de 
fa baze quatre fois l’axe conjugue , fçavoir 4 r ; 6c parce que 
la hauteur d’un cylindre circonfcrit à un fpheroïdc étant a , 
le diamètre =r , la folidité de ce cylindre fera r apr ; &c par 
conféqucnt un fpheroïdc , aufli - bien qu’une fphcrc , cil 
les y du cylindre circonfcrit. 


Autrement. 


On peut abréger cet exemple ainfi ; qucr=i , l’cxprelGon 
generale (*) dx , deviendra ^ dx. * arl - f l - 

Faitcs Cc=i AC =4 , 6c PC=x , l’équation de l’élipfc 
fera 1 — = y y ; 6c fublticuanc 1 — — pour y y , dans 

cette même expreflion generale ; on aura ~ dx— — dx 

— — dx — l’élément de la partie du fpheroïdc formé 

par la révolution de la partie MPcC de l’élipfe , 6c pour fon 
intégrale on aura — — = — x x — = la folidité de 

0 1 6,1 j Z jiifl 

ladite partie du fpheroïdc ; 6c fubllituant a pour x , on aura 

— x a — x = j a x — j mais — =au ccr- 

1 , I J .1 *• 1 

cle formé par la révolution de Ce \ par conlcqucnt la folidi- 
té du fperoïde = au ? du cylindre de même baze 6c de 
même hauteur. 

Exemplb VII. 

$■ 9 , Cuber , ou mefurcr la folidité et un cenoïde hyperbolique , 
formée par la révolution et une demie hyperbole 
autour de fon grand axe. 


Que AP — x , PM=y , le paramétré —b , 6c le grand Pif. 4 ,. 
axe =a. L’équation qui exprime la nature de la courbe , 

cil AP x b-+ > c’elt- à- dire , y 1= = bx — f- j ainfi 

— dx= — ~ — f - t — dx = à l’élément du conoïdc forme 

ar tr • lr« 

par la révolution de la partie APM de l’hyperbole autour 

N 
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de fon axe Aa , dont l’intégrale fera — 

4 r 

lidité du même conoïdc ; Se quand la hauteur du conoïdc 
=a , c’eftà-dire , quand x=a , on a pour la folidité du 

conoïdc — = • ■ - = ; &c fi 1 axe coniu- 

14'" 24 r I »r ’ 

guc =zr } alors ir=y/ ab , & 4 r=ab -, Se fi vous fubftitucz 
cette valeur dans la dernière expreflion , la folidité du co- 
noïdc fera \p ar f*). 

Quand l’hyperbole eft équilatérale , fon équation fera 
f=jx-+xx , ce qui donne — dx= ;dont l’in. 

x lr ir 

tegralc fera ^ — b e ~ , Se par la meme raifon zr étant 

dans ce cas =a, Se b— a , la folidité fera g pa 1 . 

11 fuit de- là que la folidité du cylindre circonfcrit eft £ 
par , qui par conséquent eft à la folidité du conoïdc , comme 
\ par eft a f par , ou comme 33105 &: dans le conoïdc for- 
mé par l’hyperbole cquilaterale , le cylindre circonfcrit eft 5 
pa} 5 donc ce même cylindre eft au conoïdc comme j pa- eft 
a g p a 1 , ou comme 3 à 10. 

Faites rc=x ,& CY=i=r , Ac=-a , comme ci - devant 
dans l’élipfc , l’équation de l’hyperbole fera y y— — — 1 , 

d’où — dx = — dx — — dx 5 dont l’integrale fera — — 

fx • 

— , Se parce que x ne commence point à A , il faut faire 
x—a ; alors cette intégrale fc changera en celle-ci — — 

— , qui étant retranchée de la première , donnera — — — 

2 taa a 

— t- — = le folidc formé par la révolution de la partie AMP 
de l’hyperbole. 

(*) Ce n'cft que dans cette fupofitien , car ü c m picnd d'autres points dans la 
courbe , le raport changera. 
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Exemple VIII. 

60. Cuber un folide formé far la révolution d'un efface 

hyferbolique infni CAB ED , autour dune 
de fes afymftotes CD. 

Que AB=a , AC=b , CP=x , PM=y , & que Pf= 
dx -, enfuite que la circonférence du cercle décrit par le 

rayon AC=f , & celle que décrit le rayon PC— — , qui 

multiplié par PM (y) donne , pour la fupcrficic d’un 

cylindre formé par le parallélogramme CP MR ,qui multiplié 
de nouveau par Pf (dx) donne la foliditc du petit cylindre 

PfqM , c’cft-à-dire , ™ dx = 1 clement du folide ; mais la 
nature de l’hyperbole par raport à fes afymptotes , eft expri- 
mée par xy—ab , donc y== 7 & dx= e ~ dx— fbdx ; 

dont 1 intégrale eft fbx = à la folxdité de l’elpacc infini 
CABED ; &c fi on fubftituë a pour x , toute la foliditc en- 
tière fera fba. 

Exemple IX. 

6 1 . Cuber , eu mefurer la folidité cT un conoïde formé 
far la révolution de l’efface hyferboliaue AMBDC , 
autour de CD , moitié de l’axe conjugue de l'hyperbole 
A MB. 

Nommez CA , a , CD, b, CP, x , PM , y , BD , r , 
maintenant 7 eft le circuit décrit par le point M , Sc — eft 
égal à tout le cercle, qui a PM pour rayon ; qui étant multi- 
plié par dx , donne jj- dx , pour l’clcment du folide. Mais 

par la propriété de la courbe yy= — y* ; fubftituant la 
valeur de y y dans dx , on aura "*»<*££***' pour p éle - 

ment du conoïde,dont l’intégrale = ~ -f — . & fubfli- 

N ij 


Pii- 4 7- 


Pis- 4*. 
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xx-+bb P^** **** * ** T * wuultt tfrjrjr—h 6bhr r Xrxx—^xlbr 

= à la foliditc du conoïdc forme par l’cfpace AM PC ; 
quand , &cy=r , alors tout le conoïde = — . 


44 


il viendra . ,J -r ? — h 


H m x 


Corollaire. 


Un cylindre formé par la révolution du parallclograme 
AC S B , autour de l’axe CS , eft i f>ba ; ainfi il eft à ce folidc 
hyperbolique comme j p>ba , eft a pba , c’cft-à-dirc , comme 
1 cil à 1 , ou comme 1 a z. 


Exemple X. 

Ci. Mefurer un folide formé par la révolution d'une 
parabole autour de fa demie-ordonnée CB. 

Supofons AB—r , BC=b , AP=x , PM=y ; enfuite fi 
on fupofe que le paramètre = 1 , l’équation qui exprime la 
nature de la parabole , eft y r —x ,»& comme il eft évident 
(*) que l'clemcnt de ce folide eft le cercle décrit par le rayon 
MD multiplié par Z)d = dy. Que le raport du rayon a la 
circonférence ioit comme r à p ; mais MD=PD=AB — 
AP—r — x. La circonférence du cercle décrit par MD , eft 

=p — — , & l’aire de ce même cercle eft — — px~+ — 
* r ' 2 ‘ ir 

d’où l'clemcnt ou la différence du folide eft ~ — pxdy-+ 

t‘‘ J 7 
1 r 

Maintenant fi au lieu de x & de x l , vous fubftituez 
leurs valeurs y 1 Sc y A , prifes de l’équation de la courbe , 

vous aurez r — — py x dy— f = l’élement de la partie in- 

définie du folidc formé par la révolution de la portion MCD, 
autour de l’axe BC ; dont l’intégrale fera i pry — ^ ~ 

= à la folidité de ladite partie. 

Mais fi au lieu de y- vous fubftituez x , fa valeur dans 
l’exprcflion generale (*) la même folidité donnera £ pry — 

— -+ — =p x \ ry — — -f — ; & ü vous fubftituez b } 

) W. * 1 * 3 lOr 
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pour / , &c r pour x , tout le folidc fera p x j br — } br-+ 
jîj br= 30 — io-+6 x ^ = r<5 pbr — \pr x ^ £ ; c’eft-à- 

dire , que la baze , ou , ce qui cft la même chofc , le cercle 
décrit par le rayon AB , doit être multiplié par ^ de la 
hauteur BC. 

Or un cylindre de même baze &: hauteur cft j pbr , donc 
il eft à ce folide parabolique comme j pbr cft à 7 pbr x 
c’cft-à-dire , comme ou comme 1 y eft à 8. 

Exemple XI. 


6 ) . Cuber , ou , mefurer un folide formé par la révolution 
de la courbe logarithmique autour de fon 
afymptote AH. 


Dans cette courbe la foutangente étant toujours invaria- 
ble = a , ydx—ady ; donc dx— "-y . D’où il fuit que 

_ tprh _ i^i emcnt d’une partie du folidc formé comme il 
4 r r 

vient d’être dit , dont l’intcgrale fera ~ » fubftituant r= 

A B, au lieu dey , on aura pour le folidc entier == t apr. 

Il fuit de-la que puifqu’un cylindre dont la hauteur —a , 
& dont le rayon de la baze =r , eft 7 apr ; par conféqucnt 
ce cylindre cft au folidc comme \ a eft à \ a , ou bien 
comme 2. cft à 1 . 


Fig. iî. 


Exemple XII. 

64. Cuber un folide formé par la révolution de la cijfoïde 
autour de la ligne AB comme axe. 

Que AB— 1 , AP=x , PM=y-, par la nature de la courbe 

on aura/'= — - ainfi — dx=z — - — dx -, c’cft-à-dire , 
1 * ’ ir »,< «•* 1 — * 

( faifant zr=AB— 1 ) = dx , dont l’intcgrale ferai 

px ♦ -+ 7 px^ -+ i px 6 - 4 * 1 px 1 &c. = à la portion du folidc 
décrit par A PM ; & fubftituant AB= 1 , pour x , il viendra 


IOZ, A N A L ISE 

\f~+\p~+ dre. ou/» k ? -f '- } -+ \ -+ \ , &c. mais 

cette ferie eft infime , comme il cft aife de le démontrer par 
la nature de l’hyperbole ; donc le folidc eft infini parla même 
raifon. 

Autrement. 


Tig‘ $o- 


Par la mejure <f un raport. 

Si l'aire A PM de lac ij/bi de de Diodes, y? meut autour de la 
baz,c AB comme axe , on demande la me fur e 
du folide qui en réfultera. 

Par la propriété de la courbe , nommant AP , x , &: PM , 
y , on aura *- \l — — =r , d’où il fuit que — dx = — dx 

* »—x * 1 xr xr 

= lélemcnt du folide requis , qui comparé à la pre- 
mière forme des Tables de M. Cottes , faifant D— — » 5=4, 

9 xr 

r j px' p.xxx paax pa* t 

»=i , e—a, f— — 1; donnera — ^ — ■- — 

a — pour l’intégrale de la différentielle donnée -, ou bien — 

px ' p«x' paax p»' I a ._ , , . . , 

— — — — — h — | - — - ; pmlquc le logarithme de a , 

à a — x , avec le ligne affirmatif, eft le même que celui du 
raport de a — x à a , avec le ligne négatif. 

On peut conftruire cette intégrale de la maniéré fuivante ; 

Que AP ( x),AB(a'),AR ( ™ ) ,AS{ AT ( ) foient en 

proportion continue. Enfuite au module TS ( * — ) pre- 
nez PX égal à la mcfurc du raport qui cft c n trc AB (a) < 5 c 
PB (4 — x ) ; c’cft-à-dire , faites PX= ~~~ J > & de 

X vers B , faites XZ égale a H 4 V — = — — h 

a -XZ.— f & le folide fera égal à un cylindre dont la 

, &c dont la hau- 




baze eft PM , dont la valeur eft 

Xr A « — 

leur P z aura pour fa valeur — *' *'* 


“+ 
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A 4 a'x 1 a r p *> <i ! — a'x 

— “ | — 8 P ar confequcnt - * — x 



T ~ , qui cfl l’intcgralc qu’il Falloir conftruirc. 


S C H O L I E. 

6 y. La valeur du folide infini forme par la révolution de 
la eifioïde AMI , autour de l’afymptotc BOH , peut fè trou- 
ver de cette façon : Que AN B foie le demi-cercle généra- 
teur , AP , * , AB , a , alors toutes les ordonnées PM décri- 
ront des furfaces cylindriques. Par confequcnt r : p : : PB x 

PM ( x ax — xx ) : ~ V ax — xx == à la furfacc décrite 

par PM ; lequel multiplié par dx deviendra r ^- \/ ax — xx 

qui fera l'élément du folide formé comme nous l’avons déjà 
expliqué. 

Pour trouver préfentement l’intcgrale de cette différen- 
tielle , concevons que le demi-cercle générateur circule au- 
tour d’un axe parallèle à l’afymptote BOH , & que dans ce 
mouvement il pafTc par le point A ; alors toutes les ordon- 
nées P N , décriront auffi des furfaces cylindriques ; ainfi — 

xdx V ax — xx fera l’élcment du folide formé par ce mou- 
vement, qui cft égal à l’élément du premier folide qu’il fal- 
loir cuber ou mefurer ; dont le folide ciffoïdalc infini , for- 
mé fuivant la révolution qui vient d’être dite , eft égal au 
dernier folide formé par la révolution du demi-cercle géné- 
rateur , autour d’une ligne droite parallèle à fon afymptote , 
pafünt par le point A. 

PROBLEME IL 

66. Mefurer la fuperfeie d'un folide formé far la révolution 
dé une figure AMN autour de fon axe AJf^ 

Que le raport de la circonférence au diamètre d'un cercle 
quelconque foit — - que AP=x , PM = y ; enfuitc vous 


Fij.50. 
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aurez Pp=sMq=dx , qn.=dy ; donc Mm = y/ dx l -+dj’i 
la circonférence décrite par le rayon PM— — , qui multi- 
plié par Mm , eft égal à — V dx 1 -+dy'- = à l’élément d’une 

partie de la fuperficic du folide forme par la révolution de la 

f >artic AMP de la figure AMNQ ; fubftiruant maintenant 
a valeur de dx l qu’on trouvera par l’équation de la courbe 
difterentiée , l’intégrale de cette cxprdüon donnera la fuper- 
ficie cherchée. 

S c h o L I E. 

67. Si ~ y/ dx l —\rdy - eft 1 clcment d’une fuperficic for- 
mée par la révolution d’une figure plane autour de la ligne x , 
comme axe ; & fi ^ exprime le raport du rayon à la circon- 
férence du cercle, &c que 7 reprefente une ordonnée quelcon- 
que perpendiculaire à l’abfcilfc décrivant un cercle pendant 
la révolution qui forme cette fuperficie; &: fi on fupofe que 

~ zz , eft l’intégrale de cet élément , je veux dire égal à un 

cercle dont le rayon eft z j alors l’intégrale de ty\/ dx'-^dy'- 
=zz , quarre du rayon dudit cercle. Par conféquent , fi au 

lieu de trouver l’intcgrale de l’élément -y- y/ dx’-±dy l } d’une 
fuperficie quelconque formée comme nous venons de dire, 
on trouve l’intcgrale de zyy/ dx'-+dy- ; cette intégrale fera 
égale au quatre du rayon du cercle égal à l’integrale de l’élé- 
ment — y/ dx 1 — hdy 1 , ou à un cercle égal à cette fuperficic , 
dont cette dernière expreffion eft l’élcment. 

Exemple I. 

6 8. Trouver U fuperficie d'un cône droit. 

Un cône droit étant forme par la révolution d’un triangle 
rcét angle ABC , autour defon axe AB fil faut d’abord trou- 
ver la valeur de dx 1 , par l’équation au triangle : ainfi foit 
A B=a , BC—r , AP—x , PM=y , &c par la propriété des 
triangles rc&anglcs AP ( x ) : PM (y) : : AB (a) : BC ( r ) ; 

par 
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par conféqucnt rx=ay , qui étant difîcrcntiéc , donne rdx 
—■tdy , donc dx= ^ , 6c dx l = ^ ; fubftituant à pre- 

font pour dx l dans l’cxprcffion generale ~ \/ dx l ~+dy l J 

on aura \/ dx l -+dy l = ^- y' d dy'~ — t- r'-dy 1 — ^ x dy 

V f> 1 = l’élément d’une partie de la furfacc conique , 
formée par la révolution du triangle APM , dont l’intégrale 

fera ^ V a 1 — H 1 = à cette même partie de la fupcrficic ; 6c 
fubftituant y pour r , toute la fupcrficic entière du conc fera 

= | p V d—hr* = ï j> x AC j c’cft-à-dirc , égale au rectan- 
gle formé par la moitié de la circonférence de la baze, 6c par 
le côté AC du conc. 

Exemple II. 

6y. Trouver U Juperfeie d'une fphere , ou celle d'un 
de Je s fegmens quelconque . 

Si le diamètre du cercle générateur = i , alors l’élcment 
de l’are Mm — — - * , qui étant multiplié par la circon- 

»■)/ X- XX 

fcrcnce décrite par le rayon PM , donnera pdx pour lelc- 
ment d’une partie de la fuperficic de la fphere formée par le 
demi-fegment AMP ; 6c l’intcgrale px de cette différentielle 
fera la fupcrficic du fegment de la fphere ayant p , pour pé- 
riphérie ou circonférence de la baze circulaire , 6c x pour 
hauteur j 6c fi vous fubftituez le diamètre de la fphere t 
pour x , toute la fupcrficic de cette fphere fera égale a p , ou 
( faifant i=a ) —ap. 

Il fuit dc-Ià que la fuperficic d’un fegment quelconque de 
la fphere , cft à la fuperficic de la fphere entière comme px 
cft a p , ou x à i, c’cft-à-dire , comme la hauteur du fegment 
cft au diamètre de la fphere. 



O 
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Exemple III. 

70. Trouver la fupcrjicic d’un conoide parabolique. 

L’équation qui exprime la nature de la parabole cft AP x 
a=PM (y y) ou ax=yy t qui étant differentié , donne adx 
—iydy ; d’où il fuit que dx’= ~r~ » par conféqucnt 7- 

Ÿ dx -+dy- =-^xy' ^y l dy i -+a'dy 1 = —, x dy y/ 47 fa 1 

= à l’élcment de la fuperficie de la partie du conoide , for- 
mée par la portion A PM de la parabole qui revient au pre- 
mier cas de la troifiéme forme de la petite Table des Jimples 
courbes qui peuvent être qnarrées , art. 8. -ou bien , à la 
troifiéme forme des Tables de M. Cottes ; car fi dans la pe- 
tite Table vous faites D— ~ , 2. =7 , »=i , e—aa ,f= 4 , 

vous aurez la différentielle Dz. ’ ' dz V c—’rfz = — 

J mr 

V4 7 , & pour fon intégrale ~ R * , qui en faifant R 
< = V e~+fz ) — V 4 y l —ba'- , deviendra — x 47 — km’ 

ix*r 

— à l’intcgralc de l’élement de la fuperficie du conoide. 

De la même manière , dans la troifiéme forme des Ta- 
bles de M. Cottes , on verra que l’intcgrale qui répond à 

fl=i , cft “ £>P> faifant P (=y/f— pfz’’)=\l 4y 1 — t-a'--, 

&c fubftituant , comme ci-devant , les valeurs de D , » , e 

• j p — — p • 2 . 

viendra — x — v/ 4 v l — m 1 = 4 * l —ha l * = a ce 

» 4 mr T ^ tiares 

qui a été trouvé fuivant la petite Table des Quadratures. 

On peut conftruirc cette intégrale de cette forte : faites 
r =y . tirez Pc=ty , PB=a, èc joignez BC\ alors BC— 
V 4 yy—Vaa que vous nommerez » , de l’intcgrale à conftruirc 
fera Que z foit le diamètre du cercle égal à cette 

intégrale , fon aire fera j- , Par conféqucnt »> = ~ 
c’eft-à-dirc , — = V » ainfi — =z l d’où il fuit que z— 

3 z i<i 8 11 a 3 1 

j.i ______ 

• an. 6 7> y/ — - sa à l’intcgralc de 17 y/ dx -+dy l . 
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Faites maintenant PH=BC ,8cP£~\ BC , joignez B } 
JF. De //tirez tlF , parallèle a BE ; faites GP=PF , coupez 
C// enfl, duquel comme centre décrivez le demi-cercle 
GK H , coupant PM prolongé en K , alors la ligne droite PK, 
fera le diamètre d’un cercle égal à la fupcrficie du conoïdc 
diminuée d’un lixiéme d’un cercle dont le rayon égale a. 

Exemple IV. 


70. Trouver la fupcrficie du fpheroïde formé par la 
révolution d’une partie quelconque AM d'une clip je 
autour de la partie DC du demi -axe Bc. 


Nommez le demi-axe AC , a , fon conjugué BC , b , l’ab- 
feifle PA , x , 8c l’ordonnée corrcfpondantc MP , y -, main- 
tenant — x lax — xx=yy , & 1 adx — 1 xdx— y- x ydy , 

ou adx — xdx=? ~ydy dx=^-ydy; donc dx'= 7— 

0 b b' b j y 


par conféqucnt Iclcment de l’arc AM ( = \/ dx'--+dy l ) 
fera — -j V = jV 7 T~r ( q uand AC (*) 

cft plus grand que BC (b) &c en fubftituant ce , pour a 1 — 
b 1 ) ou = y V jrziy > q uand AC ( a ) moindre que BC 

(b) & que ce , eft fubftituc pour b' — a 1 . 

De plus , par la nature de la courbe DM= y \l bb — y y , 


donc la circonférence du cercle décrite par DM eft ~ 

. 1 rb 

V bb — yy , qui étant multiplie par l’élement de l’are déjà 
trouvé, donnera — V 

quand AC furpalTe BC -, mais quand AC , eft moindre que 
BC , elle eft = yy \f b 4 — ecyy -, l’un 8 c l’autre étant l’élo- 

ment de la fupcrficie d’un fpheroïde , formé par la révolu- 
tion de la partie AM de félipfc autour de la partie CD de 
l’axe , &c peut fc raporter à la quatrième forme des Tables 

de M. Cottes -, car faifant D— , z=r , »=z B — c 

O ij 
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e=b* , f — I cc , la différentielle Dz. * l dz V e-+fv > 
fc changera en V b*-±ccyy , 5 c l’intcgrale ^ PP -+ ^ 

P/fl^^ , en faifant P (== \/ ^7^ ; = — V^^Jcyy , 

P ( = V?) =r , ou , r (= V ) = — 

V b*_±_ccyy. S (=V “T ) = y , fc changera en celle-ci 

y/ b'~+ ccyy -f 7^- | — qui c ft \/ b^—Fccyy , 

la mefure d’un raporc quand y/C (a) furpafTc EC ( b ) , & 
ileft \/^ 4 — ff /7 , la mefure d’un angle quand AC (j) 
eft moindre que Bc (é). 

On peut conftruirc l’integrale dans le premier cas , de la 
façon fuivantc.Que F foie un des foyers, faites CF(\/ aa — bb 
=\/ «=r , ( fuivant la nature de lclipfc ) : CB (b) : :CB 
(b) : CE = — , 5 c tirez la ligne droite DE. Faites de même 

CE (7 ): DE ( jV b*— ccyy ) : : CD (y) i KL = j t 
\/ b' -+ccyy , à laquelle fi vous ajoutez LM, après l’avoir 
égalé à la mefure du raport qui fe trouve entre DE ( — 

V b* — Hcyy ) — h PC (y) 5 c CE ( 7 ) comparé au module 
CE ( — ) c’cft - à - dire , fi vous prenez LM = 7 j cy -f 
yi< -, alors AC ( a ) eft à EM —KL -f LM ( == ^ 

y b — Hcyy -+• 7 | ~*“V- , comme un cercle décrit 

par le rayon AC ( a ) ( lequel cercle égal ^7 ; eft à la fuper- 
ficic du fphéroide formé par la révolution de la partie AM 
de lclipfc - a Vi l=^ _ t± | zra^piï, qui cft 

l’intcgralc qu’il falloir conftruire. 

Maintenant que le rayon d’un cercle égal à la fuperficic 
du fphéroide , foit z, , cc qui donne cette proportion CA 

(a) : KM : : un cercle décrit par CA , c’cft-à-dirc , 77 à la 
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fupcrficie du fphéroïdc , fupofée égale à un cercle — , 
dont le rayon cft z. , Sc multipliant les extrêmes Sc les 
moyens , on aura P ~ — KM x ~ ’ ainfi zz= KM x a ; 

c’cft-à-dire , un moyen proportionnel entre KM &c AC (4) 
fera le rayon d’un cercle qui égalera la fupcrficie du (phéroï- 
dc formé par la révolution de la partie AM de l’élipfc. 
Quand DC {y) devient égal à BC ( b ) ; alors DE devient 

BE ; ainfi fi vous faites CE ( ~~ ) • BE ( ~ V éé— f cc ) : : BC 

{b) : KL — y bb — hcc = AC — a , & que LM foit égal à la 
mcfurc du raport qui cft entre AC ( a) ~+ BC (b) &c CE 

(— ) au module CE ( — ) on aura CA , cft à KM , comme 

un cercle ayant Csl pour rayon , cft à la ^ de la fupcrficie de 
tout le fphéroïdc. 

Dans le dernier cas on fait la conftruûion de l’integrale 
de cette manière : prenez dans l’ordonnée DM , le point E ; 

enforte que la ligne CE étant tirée , foit égale à , ou > 
une troificme proportionnelle à CF (c) & CB {b) » & faites 
CE ( j ) : DE { -- y b* — ccyy ) : : DC (y) : KL= 
y' b* — ccyy. Enfuitc fi à KL , vous ajoutez LM égale à la 
mcfurc de l’angle DEC au module CE ( ~ )-,CA (a) cft à KM, 

comme un cercle dont le diamètre cft CA ( a ) à la fupcrficie 
du fphéroïdc formé par la révolution de la partie AM de 
l’élipfc autour de la partie DC de l’axe ; ainfi un moyen pro- 
portionnel entre KM &c CA , cft le rayon d’un cercle égal à 
ladite fupcrficie. 

Quand CD (y) devient égal à BC (b) , tirez BG , perpen- 
diculaire à BC , dans laquelle prenez le point c , de maniéré 

que Ce étant tirés , elle foit = EC ( — enfuitc fi vous fai- 
tes CE ou Cf ( y ) : Be ( y- V bb — cc ) : : AC (4) : KL= 
y bb — cc=a , &: qu’à la même vous ajoutiez LM , égale à 
la mefure de l’angle e CB , ayant pour module eC { — 
on aura CA , cft à KM , comme un cercle ayant CA pour 


a- 
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rayon , cft à la j de la fupcrfïcic de tout le fphéroïde. 

Exemple V. 


71 . Trouver la fuperfeie d'un conoïde hyperbolique formé 
par la révolution d'une partie quelconque AM d'une 
hyperbole autour de fon grand axe AP. 


Que C foit le centre Ce , une afymptotc AC=b , un des 
demi-axes, & l’autre demi -axe Ac=a. Que CF =b , PM 

=x. Maintenant par la nature de la courbe j b x y y — bb 
—xx , &C iaaydy=ibbxdx , donc dx= , par conle- 
quent dx'— , & 1 clément de l’arc AM ( = dx t -+df) 

fera | r£s ^± : =j\/ ‘ ^jp , en fu bftituant ce , 
jour a'-i-b'-. De plus PM cft = j \ïyy—aa par la nature 
de la courbe ; ainfi la circonférence décrite par PM fera — f 


y/ yy—ta , qui multiplié par l’clemcnt de l’are déjà trouvé » 

donner» g V - ’ÜÎ , qui cft 

l’élément de la fuperlicic d’un conoïde hyperbolique formé 
par la révolution de la partie AM de l’hyperbole autour de 
l’axe AP , qui fc raportc à la meme forme dans les Tables 
de M. Cottes , que l’élément de la fuperficic du fphéroïde 

dans le dernier exemple. Car faifant D— — , ~—y , 8=0 , 


, *= —b'.f^cc , P= j y/ccyy—b ♦ , *=* , T= 

JL y 'tcjy—bc , s= — , on aura l’intégrale de cette difté- 

pa, , , . p*t>‘ |f»-+V‘07 — ** 

rcnticllcainfi exprimée ■^p [> y çc J) b ~ , rt | y 

Faites maintenant b =y , alors la première partie -jj 


y/ccyy—b y de l’intégrale fera = V ce — bb —a ; par con- 
fequent elle doit être retranchée de cette première partic.Dc 
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plus en faifant b=y, la partie logarithmique y | 
deviendra — | —jjy~ , qu’il faut d’abord fouftrairc de y | 

— ~ > P our avoir l a véritable partie logarithmique. 

Maintenant à caufc que le logarithme du raport de bb à ab , 
-+ bc , ayant un ligne affirmatif, eft le même que le loga- 
rithme du raport de ab—\-bc \bb , avec le ligne négatif ( par 
la définition première , fiction i.fcbolie 2. ) par conféqucnt 

la fomme de — | - & de — I -■■■ * -— , fera égal à 

la différence cherchée : mais le raport de cy — {- y/ et y y — é + à 
bb , fie le raport de bb à ab -+ bc , forment le raport de cy— f 
y , ' ce y y — à ab-+bc , d’où il fuit que la fomme fufdite 

fera — | b » P ar conféqucnt la véritable intégrale 

qu’il faut conftruirc fera yy y/ ccy y — é + — — ~ | 

^ > q u on pourra faire de cette manière, N 
Que F foit le foyer de l’hyperbole , par la nature de cette 
courbe CF ( \t aa — f- bb)=c:CA ( b)::CA{b):CE =y. Tirez 

EG perpendiculaire à CA , coupant l’afymptotc en G. Dans 
l’angle CEG , inferivez la droite CH = CP {y) qu’il faut 
prolonger julqu’à ce qu’elle rencontre la ligne PM au point /. 

Enfuitc prenez KL égal à PI — AC— y. y/ ce y y — — a : 
on aura par la finulitude des triangles CE H , CPI •, CÈ ( — )• 

EH ( ÿ y/ ccyy — b + ) :: CP (y ) : PI=j l y/ ccy y — b ♦. De 
plus , prenez LM égal à la mcfurc du raport qui eft entre 
CH {y) -+ EH ( ÿ y/ ccyy — b 1 ’ ) & GC (b)-FGE{j) au 

module CE ( — )■, &c la fupcrficic formée par la révolution 
de l’are AM autour de l’axe AP , fera au cercle décrit par le 
rayon AC (a) = — comme KM eft à AC. 
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ANALISE 
Exemple VI. 


Fis- 5 S. 


7 1. Trouver la fuftrjicic d'un conoïde hyperbolique formé 
par la révolution d'une partie quelconque AM dune 
hyperbole autour de fon axe conjugué CP B. 

Que C Toit le centre , CA=a , le demi - axe tranfvcrfale , 
&c CB=b , le demi- axe conjugué -, F le foyer , PM—x , une 
ordonnée quelconque à CA , &c CP=y , l’abfcifle corrcfpon- 
dancc. 

Maintenant par la nature de la courbe — x xx — aa— 
y y ; d’où — x xdx=tydy ; c’cft-à-dire ^ x xdx —ydy , 
& bbxdx—aaydy , &c dx— , & dx'= , & fub- 

A . aan-±M*bh . a'hbjyây' 

lhtuant - ■ - ; r — pour xx , on aura dx~— — — = 

*mb ' x bb-+yy 

Donc V f ix'-+d? = j V Jj^- . 

mais x= ~ \l bb-+yy , qui étant multiplié par —■ , donne 

pour produit y AA -F y y , qui eft la circonférence décrite 

par le point M , & fi l’on multiplie l’élement de l’arc par 


cette circonférence on aura y 


*-+** x /-+ />' x !>'-+}' 


r -^Y y a 1 — \-b l y i — \-b* , & fubftituant cc , pour 4*-+A l , elle 


rhb 

fera V ccyy—yb + , élément de la fupcrficic formée par la 

révolution de l’arc AM , autour de fon demi-diametre con- 
jugué CP. > 

Cet élément différentiel étant le même que celui du pre- 
mier cas de l 'exemple 4. fon intégrale doit être la même que 
celle qu’on avoir trouvée dans cet exemple 4. par exemple , 

lrW r -w ■ - - Z7 I > q u ’ on P cut conftruirc 


Vccyy-+b>-ï r — T 
de cette façon. 

Faites CF ( \/ aa-y-bb—c ) : CB (A) : : CB (A) : CE— ” 

Tirez 


U 


Digitized by Google 


DES INFINI MENT P ETITS, nj 

Tirez la ligne droite PE (7 ccyj-Eb*), enfuitc faites CE 

^ 7 )'- PE ( 7 V ccyy-Eb') : : PC (y) : KL= ^ ccyy-+b*, 
&c prenez LM égal à la mcfurc du raport qui eft entre PE 
(7 V ccyy-Eb 1 ' ) -+ PC {y) ; c’cft-à-dirc, qui eft entre 

<r-4Vni;-+i* . fi . , , li . 

, &: CE ( 7 ) au module CE [ — ) Se la fu- 

pcrlîcic formée par la révolution de l’are AM de l’hyperbole 
autour du demi -axe conjugué CB , fera au cercle décrit 

par le demi-diametre CA (a) ( qui eft ) comme la lommc 
des lignes KL Se LM , font au même rayon CA (a). 

Exemple VII. 


73. Trouver la fuperfeie formée par le mouvement 
de l'arc CM d'une hyperbole équilatere 
autour de l'afymptote ABP. 


Que A foit le centre , Se que AB foit = BC\ tirez pa- 
rallèlement à l’afymptote , AH ; tirez AP , Se menez PM 
parallèle à CB :.nommcz maintenant AB , ou BC , a -, AP , 
x ; PM , y ; enfuitc par la propriété de la courbe , on aura 


aa=xy } d’où il fuit , que x= 7 & 7 =y , qui étant dif- 

ferentic , donnera dy — TZÜlil . p ar CO nfcquent dy l =1 
«*</** aa , 

-7- . De plus x= — qui étant differentié donnera — - = 


dx , &: =dx 1 - j donc V dx'-+dy'- = \/ a -^L __j. 

a'JP J, ’ . ** 

~ = 7 V ~+ 7 + = Mm , element de l’are CM } qui 
étant multiplié par 7 donnera pour produit — \l a*—hy* = 
■7 y dy y/ 4 4 —fy 4 , qui eft Iclcment de la fuperficie for- 


mée par la révolution de l’are CM. Cette différentielle peut 
k comparer à celle de la troiliéme forme des Tables de 

M. Cottes , Se on aura l’intégrale en faifant D= — , g , — y t 


P 


.F»*. 
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"4 

6=o , »=4 , e=a* ,f=y* , P— V * 4 -+/ + , R= aa , 7== 
y/ 4 J -F/ 4 , &: S=yj' Car alors elle deviendra iy V a'-Fy* 

— {y aa I ' 1 — . Mais cette intégrale doit être corri- 
gée , parce que l’abfcifTe JP , x , augmente pendant que 
l’ordonnée PM , y , diminue ; c’cft pourquoi les lignes doi- 
vent être changés ; c’cft- à - dire , elle cft — {y \/ a 4 — f-/ 4 

4;^- aaj *’-'?*'* ~ f; - „ De plus , puifquc 1’abfciflc , a: 


commence au point A , Se non pas au point B , la même in- 
tégrale doit être corrigée par raport a fon amplitude , ce 
qu’on peut faire ainfi. Faites y—a, alors la première partie 

de l'intcgrale fera j praa y/z. , qu’il faut ajouter à — \ ~ 


y/a 4 — {-y* , & cette fotnme * y /I — i t- y/ a 4 — f/+ r 

fera la première partie de l’intégrale corrigée. De plus 
la partie logarithmique \ y a* | doit £ crc 

changée ; ce qu’on peut faire en faifant a— y , car alors il 
viendra [ — aa , qui étant fouftr^jt de j y a a 


IÆ.1— )■ yn 4 -+r* . p 

, on aura \ — aa 

I » * r 

v rayc partie logarithmique -, Se par confcqucnt la vraye in- 


57 U— , qui cft la 


V a. — F i 


tcgrale fera — y * — — V a'-Fy 4 — 1 — aa 

° zr i r * y a r 


aa y .» 4 -+/ 
Jl yy_ 

V'hT 


qu’on peut conftruire de cette manière. 

Tirez AM Se AC , &: du point C , tirez CG, parallèle à 
AM , coupant l’afymptotc AP, prolongée jüfqu’en G. Main- 
tenant à caufe des triangles fcmblablcs APM , ABF ; AP 


( y j : PM {y) : : AB (a) : 5/-= ’j- ; d’où y/a 4 -^+ = 
A F. De plus GC , étant parallèle à AM , les triangl cs'APM , 
GBC font fcmblablcs , Se par conlèquent PM (y) : AP ( — ):: 
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CB (a) : EG = ^ ; d’où on tire CG= — \l 4 ♦-+/♦. Enfuitc 

C vous faites AH = AC ( a\é~z ) — AF ( ~ \é <* 4 — f/ 4 ) -f la 
mcfurc du raportqui eft entre BC ( — )— f -GC( ~ \/ a *-+y •>), 


/1.» , a 4 — f » f 

— -L 

& AC [a\ z)— hAB (a) (lequel raport cft= — — ) 

' , , V i-H 

raportee au module AB (a) -, alors la fuperficie formée par la 
révolution de l’are CM , autour de l’alymptotc AP , fera au 

pan 


rayon eft AB fa) ; 

c’eft-à-dire , = 


, <jy«« -+/♦ 

— \é a J -hy + -ha j 

7/ ' 77 


a\é z— ha 


eft à BC fa ) , 


8c par conféqucnt la valeur de AH , multipliée par ^ , fera 
égale à ladite fuperficie. 


Exemple VIII. 


"4. Trouver la fuperficie formée par la révolution de l'arc 
infini P Z de la courbe logarithmique , autour 
de fon afymptote AX. 

Que AP foiç une ordonnée perpendiculaire à l’afymptotc lïf. 57. 
que vous nommerez/ -, que TP foitunc tangente au point 
P , & que la fou tangente invariable AT foit —a 5 tirez pm , 
parallèle à AT , & infiniment proche du point P. 

Préfentement à caufe de la fimilitude des triangles ATP t 
mpP , on a AP (y) : TP ( \l aa-hyy ) : : mP ( dy ) : pP = 

— \/ aa—hyy = à l’élément de l’arc , qui étant multiplie 

par zy , le produit zdy\é aa-h-yy fera l’élément d’un quarré 
dont le côté eft égal au diamètre d’un cercle égal à la fuperfi- 
cie cherchée. Par la feholie , art. 67. fupofons ce quarré = 

AO . 

Maintenant on peut raporter cet élément à la quatrième 
forme des Tables de M. Cottes , en mettant/, z , o, z, aa,i. 

P ij 
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pour z. , » , 9 , D , e ,/. De plus en mettant pour P , R, T, Sf 

— y/ aa-+yy , i, — y/ aa-F y y , 8c y ; l’on aura pour la dif- 
férentielle idy y/ aa —h y y , 8c pour l’integrale y y/ aa-¥yj 

Pour cbnftruire cette intégrale il faut obfcrver que la 
ligne droite yfO , cft moyenne proportionnelle entre a 8c — 


V •»* | ; &: la quantité \ f aa -+yy 

cft égale à la ligne droite PE perpendiculaire à la courbe en 
P , 8c bornée par l’afymptotc en E : car à caufc de la fimili- 
tude des triangles TP A , APE ; TA [a) : TP (V aa-+yy ) :: 

AP (y) : PE— j- V aa-Fyy-, 8c l’autre quantité a 


cft la mcfurc du raport qui cft entre AP—VTP , 8c AT au 
module AT, ou, par la fimilitude des triangles AP F , APE , 
la mefure du raport qui cft entre AE-+EP & AP , au même 
module AT. Ainli cette intégrale peut fc conftruirc de la 
manière fuivante. 


Tirez PE ( — y/ aa -F y y ) perpendiculaire à la courbe 

au point P , terminée à l’afymptote en E s continuez l’or- 
donnée AP en L , de telle forte que AL foit = AE — t- EP 

( — -+ — y/ aa— [-yy) , 8c tirez LK dans le même fens de 
la courbe , c’cft-à- dire , vers Z , que vous ferez = EP 
( y — y/ aa—byy ) , 8c que cette même ligne LK coupe la cour- 
be en M -, enfin entre KM ( ^ y/ aa-Fyy —i-a j — } 

8c AT , trouvez une moyenne proportionnelle AO ( LM , 
par la nature de la courbe , étant la partie Iogarithmiquc)qui 
fera le rayon d’un cercle égal à la fupcrficie formée par la 
révolution de l’arc infini P Z. 
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Exemple IX.* 

75. Trouver la fuperfcie formée par la révolution de l'are 
injini MZ ou AZ de la cijfoïde de Diodes , 
autour de fon afjmptote AC. 

Tirez l’ordonncc PM perpendiculaire à l’afymptore , &r %. 4*. 
mp infiniment proche de cette perpendiculaire. Enluitc fai- 
fant AB=a , AN—x , MN étant perpendiculaire à AB y 

1 clément Mm de l’arc MZ , fera . q U j mu i t i_ 

* X a x y a x 

. f p ■■■ * p 

plie par — x a — x = — x MP , donnera pour l’élementde 
la fupcrficie formée par la révolution déjà expliquée de l’arc 

MZ f — V *=? . 

xr a — x 

Maintenant on peut raporter cet élément à la onzième 
forme des Tables de M. Cottes. Car faifant z=x , «=i 
r* 


»=i , D— - , e=ia , /= — 3 y g=a , & 1 , la dif- 

férentielle de cette onzième forme Dz. *’ —I V — — f c 


changera en — \é > & l’intcgrale 

I y 

—5 — > & faifant P ( Ÿ *-+/*■' ) — V 4* — 3-* - > 


* A fa 

dr 

ij b 


Vg-+6z-’)=v' 4—x,fi(y/ L ïÿjLj 

ou \é — — • 






fe changera en — £ x y/ 4a— jx x \/a—x~- x — | 

* r ir y j 1 

Yl* — 3 x -f y 44 — jx . B * > 1 

qui eft l’intcgrale de la différentielle 


V- 


donnée ^ y/ * ~ , dans laquelle on peut changer les 
fignes négatifs dans les deux parties. 

On peut conftruirc à prefent cette intégrale de cette façon; 
coupant MN en F , & tirez AFE y coupant l’afymptotc en 
E : faites DB moyen proportionnel entre AB Sc NB -, de 
même , que l’angle CAB loit = j d’un angle droit, & con- 


V 
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tinuez l’afymptotc jufqu’en B , coupant AC au point C ; alors 

£C= — s car \f BC -+ AB t=iBC ; donc BC — f- AB 
yj — > 

=4 BC -, ainfi — = BC j par confequent BC— — = 

— De plus AF — — V — — — , &c à caufc de la fimili- 

y 3 . r 1 ,—x 

tude des triangles ^iV.F, /W (x) :AF(^-\' ):: 

NB ( a— x ):FE = i y/44 — 3* * V *— * , & DC = 

, 4M 3 «AT 

’ ? ( . r 
Mais la fupcrficic formée par la révolution de l’are infini 

MZ , cft à un cercle ( .= ^7 ) dont le rayon cft AB (4) , 

comme z EF ( y/44— 3X x y/ 4 — x J — (- la mefurc du ra- 

■port qui cft entre BD , ( y/ 44 — ax ) -+ DC ( — — - — - — ) Se 

BC ( — ) cft au module BC ( ^ ). 

Faifânt préfentement x=o dans l’intégrale déjà trouvée , 

on aura ^ x z4— f ^ x | - * y*^~ » < î u * 1 intégrale 

qui exprime la quantité de 1 arc infini A Z , étant a un cercle 
dont le rayon cft AB (4) comme zAB —f la mefure du ra- 

port qui cft entre B A (4) -+AC (—) Se BC ( —) au mo- 
dule BC , & la différence de ces intégr ales en r etran chant 

— , par exemple , lAB ( 14) — EF ( y/ 44 3* x y fa x) 

— p la mefurc duraport BA(a)—FAC ( — ) a SD ( y/ 44 ax) 

^ DC ( y± aa —ll - j j le module étant BC ( ~r ) : donnera la 

quantité de l’arc fini AM. Car elle fera à un cercle ayant B A 
pour rayon , comme cette différence cft au meme rayon B A. 

Quand la courbe fait fa révolution autour de la baze A B , 
M. Cottes dans fes harmonia rnenfur arum , donne la quanti- 
té de la fupcrficic formée -, mais l’opération cft longue &: 
difficile , les différentielles ne pouvant fc raporter dirctte- 
ment à aucune de ces Tables. 
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SE-CTION VI. 

Vfage du calcul différentiel & intégral four trouver 
le centre de gravité des figures. 

PROBLEME. 

76. Trouver le centre de gravité d' une Jîgure plane. 

Q Uc A B foit l’axe , & MN une ordonnée à cct axe, 
&c que mn foit une autre ordonnée infiniment proche 
de la première , & fupofé que C foit le centre de gravité. 

Maintenant fi on conçoit les parties infiniment petites 
MmtsN , de la figure comme autant de petits poids fufpcn- 
dus à l’axe A R , par les differens points P, P, P , cire. & que le 
point de fufpcnlion foit en A , lommet de la figure , la di- 
ftanec du centre de gravité C à A , point de fufpenfion , 
fera égale au quotient de la divifion de lafommedes efforts 
de tous ces poids infiniment petits MmnN , divifée par la 
fomme de toutes ces petites parties ou poids, c’cft-à-dirc, 
par l’aire de toute la figure. Ceci cft évident fuivant les prin- 
cipes de la méchaniquc ordinaire. 

C’cft pourquoi , nommant AP , x , MP , y , Pp , dx , 
la partie infiniment petite , ou le petit poids MmnN fera 
= zydx , &: leur fomme totale fera = à l’intcgralc de 
lydx , & l’effort d’une de ces petites parties ou poids , fera 
X JA*! multiplié par AP(x) =1 yxdx, dont l’integrale divifec 
par l’intcgralc de zydx— AC , diftancc du centre de gravité 
de A y fommet de la figure. 

Exemple premier. 

77. Trouver le centre de gravité dé un triangle ADE. 

Tirez la ligne droite AB , coupant la baze DE en B, après 


Tig. 58. 


F, z- Sr 
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quoi le triangle A BD , étant égal à A BE , chacun de ces 
triangles peuvent être réfolus en une infinité de petites parties 
ou poids MmpP , PNnp , chacunes claies les unes aux au- 
tres de chaque côté de la ligne A B prife comme axe , ôc par 
conlèquent le centre de gravité C doit être en quclqu’endroit 
de la ligne A B. 

Maintenant nommez AB ,a , DE , B , AP , x , MN ,y ; 
&c tirez AF perpendiculaire à DE que vous nommerez c . 
Enfuitc par la fimilitude des triangles AMN, ADE -, AB [a): 

DE (b) : : AP (x) : MN = y , de même à caufe des trian- 
gles fcmblables APJ^, ABF \ on aura AB (rf) : AF Cf):: 
AP ( x ) : Agj= — * & comme AP (x) : AgJ ~ ) ::Pp 

(dx) : Sa = — î d’où il fuit que l’effort xydx — c ^~ ; 

^ cbx* » 

dont l'intégrale = , laquelle étant divilèc par — , aire 

du triangle ADE , le quotient fera 7 x— à la diftance du 
centre de gravité de la partie AMN du triangle ADE , de- 
puis fon fommet ; & fubftituant a pour x , la diftance du 
centre de gravité de tout le triangle ADE , depuis le fommet 
A fera = f AB {a). 

Exemple II. 

78. Déterminer le centre de gravité C dans la parabole 
ordinaire. 

w 

} 8. Nommant AP,x, MN ±y , AB , a, & le paramètre p ;■ 
alors px—yy ; ainfi y*=V p* > donc ydx — dx\/px -, &c 
par confequent l’effort xydx=xdx >/ px= xdxp * x* , dont 

l’integrale fera | p * x » ; mais l'integrale de ydx= \p 1 x r 
= à l’aire de la portion AM N de la parabole ; par confequent 

divifant \p » x * par f p * x s le Quotient = ) x=AC ; & 
fubftituant a pour x , la diftance du centre de gravité C au 
fommet A , fera — \ab. 

m 

Exemple III. 
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iii 


79. Déterminer le centre de gravité C , dans toutes les 
paraboles de quelques degrés quelles J oient . 


Dans cc cas p” x m —y r , exprime la nature de toutes les 

n m 

paraboles de tous les degrés , d’où on tire y—p r x r , &: par 

n m n w-+r 

confisquent ydx=p r x r dx , & l'effort xydx=pr x~~ dx, 

n f 1 r 


dont l’intégrale = — p 'x r , qui étant diviféc par 

n m — f n 

l’intcgralc de ydx = —G p T x T , le quotient fcra = 

~~ r x ~ * diftancc du centre de gravité de la portion 

MAN du fommet A -, de fubftituant a pour x , on aura 


m— f-r 

«•-f 1 r 


4 = AC. 


Exemple IV. 


80. Trouver le centre de gravité de l'efpacc ADE , 
compris entre deux paraboles égales AD , AE , fe tou- 
chant l'une & f autre au fommet A , dr la ligne droite 
DE parallèle à l'axe commun des deux paraboles. 

Faites AP=x , PM=y , &: que le paramètre fioit =1 , cc 

qui donnera AP {x 1 ) = ( PM xi ) =y , par conféqucnt 
l’effort xydx — x^dx dont l’integrale cfti *♦. Mais l’inte- 

I 

gralc de ydx cft f ** i donc -f — = \ x = AC , diftance du 

centre de gravité du fommet A. 

Les paraboles AME , AMD de quelques degrés qu’elles 
foiertt , auront cette équation x m =y> } qui exprimera le 

m 

raport de AP à PM , par confcquent ydx—x » dx , de l’cf- 


fore xydx=x » dx , dont l’intcgralc cft — : mais 

"""cl 


Fig. g<3. 
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m-H-» 

l'intégrale de ydx cft x " ; d’où il fuit que le quo- 

tient de la divifion de la première de ces expreffions parla 
dernière qui cft m ~ + " x f cra — bc. 

Exemple V. 

81. Déterminer le centre de gravité , d'un arc de cercle. 

Que BE , corde de l’are donné BDE , foie parallèle au 
diamètre FG , regardé comme un axe où font fufpendus les 
poids infiniment petits BM ; ainfi leurs efforts font comme 
BM x PB ; St ’puifquc le nombre &: les efforts de ces petits 
poids de chaque côté du rayon AD , coupant également 
l’arc BDE , font égaux , le centre de gravité fera en la ligne 
AD. 

Maintenant que AB=a , AP=H B—x ,&c Pp = Bm — 
dx ; alors PB ( V aa — xx ) : AB ( a ) : : Bm ( dx ) : BM — 

aJx aix 

, - ■ , & BM x P B= V aa — xx x “7= = adx = 

“y a» — xx * y .u — xx 

AB x Bm -, & la fomme des efforts, ou l’intégrale de cette 
expreflion différentielle , fera ax=AB x B H , qui étant di- 

viféc par l’arc BD , le quotient — - — , fera = à la diftan- 

cc du centre de gravité C du centre A du cercle , St fubfti- 
tuant le quart du cercle ED, pour BD , &c le rayon FA ou 
AB* 

AB pour BEI ,• alors — fera la diftance du centre de gra- 
vité C du demi-cercle FDG du centre A. 

Exemple VI. 

82. Déterminer le centre de gravité cT un fréteur de cercle 

• ABE. 

Le centre de gravité cft dans le rayon AD , qui coupe 
l’are BE; décrivez l’arc MPM avec une diftance quelcon- 
que ap , &c un autre arc mpm , infiniment proche du pre- 
mier , apres quoi l’effort de l’are MPM multiplié par Mm , 
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ou ?/>, fera l’effort du fegment annulaire mMPMm , oull 
différentielle de l’effort du fccleur. 

Maintenant que AB Toit = 4 , AF=b , BD^c ; alors 
1 effort de l are BDE (z ab) , fera à l’effort de l’arc MPM 
conime le triangle A Be , cft au triangle AMM , ou comme* 

A 9 eff à AM , puifquc les triangles A Be , AMM font fem- 
blablcs ; d’où il fuit que l’effort de l’are M PM = --*■ — 

~T ’ & 1 effort du fegment annulaire mMPMm = — — j 

dont l’intégrale , ou fomme ^ , divilêc par la fomme’des 

poids, ou par l’aire 4r du feûeur , le quotient - fera la 
diffancc du centre de gravite du fedeurdu cercle MPM. 

Exemple VII, 

8 3 • Trouver le centre de gravit i d'un fegment quelconque 
MAm d'une hyperbole. 

Faites AC , 4 , CB } b , AP , x , PM ,y , par la nature de 
la courbe on aura - x zax-fxx =yy ; donc l’élément des 

efforts , fera — x 1 dx\l 24 — f x , & celle de la différence des 
poids fera — x * dx\l za-+x , dont chacune peut être corn- 
ai 0 V a r qUat / ,émC forme dcs ^blcs de M. Cottes. 
v-arjatlant , »=i , on aura la f ommc dcs cffûrts 

De plus fupo- 

fant 9= i , <ÿr . la fommc des poids fera x „ .t 

I • Aml ' drvifant la première intégrale par la 


y *« 


dernière , on aura 


344-f4*'-+Z.*’ > * x 


y~* -+yu-M 

VU 


4 — Kv x r-+i4i 


— à la diffancc du centre de gravité du fommet D 

Pour conftruirc maintenant cette expreflion , faites CB 

QJj 


F>g. 6 j. 
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(b) : CA {a) : : PM (y) : CF = j ■ Faites aufli PM {y): CB 

{b): : CA (a) : CG= — j enfuitc prenez CH égal à la mefure 

du raporc de CA (a) à F P ( a-¥x— j ) l lequel raport cft= 

à la raifon doublée de \/ 14 , à V * — V i*-+x ; cela fait , ft 

%«l< | 

vous faites comme 3 PH ( 3 4 _f 3- v | 


zCfC-T)--Cf[- b )--CZ = 


4*+A.'“ 
4a.r-4-x.vx 


m 

b 


xab 

34-+JX’ - 


, “J 

4-+X b 


cette quatrième proportioncllc fera égale à la diftance du 
centre de gravité Z du centre C ; car fi on retranche CA 

4<ix —4 xxx 

( a ) , il viendra a : 


xab 

34 -+ 3* - 


2 . 

x b 


— ,, 1 

344-+4AT-+2.*.* X 7-+Z4^ | —zzr 


,-H.h I 

* 1 yia 


-, qui cft la mc- 


4 — fx x 

me expreflion qu’on avoir trouvée en premier lieu. 

S c H o L x E. 

84 . La diftance du centre de gravité d’un fegment 
d’élipfe , ou de cercle à fon fommet , s’exprime ainfi ; 


-344 — ax-fixx y y — 2 . 4 ’é 


yi-+yia 
yxa 


- X x 


y — 1 a b 


y*-+V» 


■ , étant la mê- 


me que celle du centre de gravité de l’hyperbole , ne diffé- 
rant feulement que par le changement de quelques fignes , Se 
la mefure du raport dans l’hyperbole fc changeant dans le 
cercle & dans l’élipfe en la mefure d’un angle , parce que R 

(=V — f) —V — 1 cft négatif. 


Digitized by Google 


DES INFINIMENT PETITS. 
Exemple VIII. 




8 j. Trouver le centre de gravité de l'efface extérieur 
AMmaA de l'hyperbole. 

Que le demi-diametre conjugué BC—b , & le demi-tranf- 
vcrfalc AC— a , l’abfciffe CP=y , &c l’ordonnée corrcfpon- 

dancc PM = x. Par la propriété de la courbe on aura — 


V xx — aa=yyfinCi x— — \l bb—¥yy, donc ~ dy V bb—Pyy 

fera l'élément des petits poids , &c j ydy \/ bb-+y y } celui 

des efforts ; & par la comparaifon de cette différentielle avec 
la troifiéme forme des Tables de M. Cottes , faifant 6. t 

r— 2 . , &c. Fintcgrale fe trouvera = ~ j bb-+yy > ; & fai! 

fant^=o , la meme deviendra iat> x , qu’il faut fouftrairc de 

cette intégrale , le refte ^ | bb^fy * —zab '- , fera l’intcgra- 

Ie de la différentielle ~ ydy y/bb-hyy, & l’intcgrale de j 
à y \/ b b V y y , comparée à la quatrième forme , en faifanc 
S=o , »=*, d'c. fera ^ Vbb-+ yy -f ab \ , 

par laquelle divifant l’intégrale qu’on vient de trouver , 


le quotient 


xa 

\ b 


bb-+ yy * — zab'- 


1 il 


v 


z x bb -4 -yy * 


ytb. 


■77 


, fera à la diftancc 


vfbb-ïyy -+ )bb\ 7 - 
du centre de gravité Z du centre C. 

Pour conftruire maintenant cette expreflion , faites AC 

(a) : PM ( j Vbb-+yy =x )::BC(b): CR= y/bb-Pyy. 
De plus faites PM ( -j V bb~+yy ) : AC (4) : : BC ( b ) ; CS— 


F‘î- « 4 - 
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, &c Elites encore PM ( — ÿ bb-+ yy ) : AC (a) : : 


y bb-±n 


):CT = 


bb ■ — h yj 


Que CI ? , CT tendent vers le même endroit, par exemple, 
de C vers PM\ mais c^ue CS fc meuve dans un fens contraire ; 
enfuite prenez CN égal à la mefurc du raport qui cft entre 

CB ( b ) &c ER ( \/bb-+yy — y) compare au module CS 

t' . , . . r n . t 

( ) qui s exprime ainli 


y/'iH-;; 


étant fait , Eûtes 3 PAT ( 3 y~+ 


ybb-ï y y I ybb-^yy y 


î*‘ 


yw. 


<■» 


ykb-ïyj 


j ce qui 
) : iTR 


{ly/bb-^yy— )::CR(V bb-Vyy ) eft à une quatric- 

1 x bb -f yy * — ié> 

me proportioncllc — 77-- — ——7^==- =CZ, 


iyVbb-+yy-±}bb iy±Y»-*n 

b 


diftance cherchée. 

Remarquez que la conftruclion de ces deux exemple* 
eft la meme que celle qu’a donnée M. Cottes dans fon H Ar- 
mont* menjurarum , pag. 13,16. part, première. 


Exemple IX. 

86 . Trouver le centre de gravité d'un cône droit & d’une 
p ir ami de. 

4} . Le centre de gravité eft quelque part dans l’axe AB. Si on 
fait maintenant AP=x , BC—a , AB=b , on aura PM = s 

— & le raport du rayon à la circonférence étant celui de 

r à/>, la différentielle du petit poids = T ~l h ^ x t & l’effort de 
ce même petit poids fera dx , par confèqucnt la fomme 
des efforts divifèe par la fomme des poids ^ , don- 
nera — x—AC , diftance du centre de gravité de la partie 
AMPm àn cône i donc 7 AB , fera la diftance du centre 
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de gravite de tout le cône depuis le fommet A. 

V ous trouverez de la même manière que la diftance du 
centre de gravité d’une piramide depuis Ion fommet , eft 

au — de fon axe depuis ce meme fommet. 

4 

Exemple X. 

87. Trouver le centre de gravité d'un fegment quelconque 
de la fphere. 

Que AC=r , AP=x , alors la différentielle des poids fera 
pxdx— ~ , &c celle des efforts fera px v dx — — } & h 

fomme des efforts ferp. y — y’ , qui étant divifée par 

~ y - > fomme des poids , le quotient -~ïr~ fera la 

diftance du centre de gravité du point A du fegment d'une 
fphere formée parla révolution d’un demi-fegment AMP , 
au demi-cercle autour de AP. 

Corollaire. 

88. Il fuit de-là que le centre de gravité de la demie- 
fpherc eft j r ; car dans cet exemple x devient =r. 

Exemple XI. * 

8p. Trouver le centre de gravité d’un conoïde parabolique 
formé par la révolution dé une parabole 

autour de fon axe. • 

Dans cet exemple y-* eft la différentielle des poids j Se 
7- . celle des efforts , r étant le demi-parametre , la fomme 
des poids eft — , celle des efforts eft ^ , qui étant divifé 

par y , le quotient fera y x diftance du centre de gra- 
vité de la parabole ordinaire depuis fon fommet A. 


*<l- 44 - 


1 
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Exemple XII. 


Fig. 41. 


90. Trouver le centre de gravité d’un folide formé par la 
révolution de C efpace parabolique AM BD , autour 

et une ligne BT parallèle à fon axe. 

Que BT) ou AT—r , AP—x , PM —y , on aura j — 

5 ? = à un cercle décrit par comme rayon , & 

par conféquent fera px'dx — ^ pour la différentielle des 

poids , &c px » dx— pour celle des efforts. L’in tegr ale de 

la première cxpreffion ou la fomme des poids cft j px * — 

r — & la fomme des efforts cft -j px ’ — g , qui étant di- 
4r * 5 1 

, ... • r *4"* — 1 oxx 

viiee par la fomme des poids , le quotient lera 

40 rx J Ij* 

_ ' °7f diftancc du centre de gravité de la partie du 

4°r I57 * . 

folide formée par APM ; SC quand x devient =4 ocy r > 
la diftancc fera = ~ 

# Exemple XIII. 

9 1 . Trouver le centre de gravité et un conoïde hyperbolique 
ABG , formé par la révolution de l’cfpace hyperbolique 

ABG autour de l'axe tranfverfale aCAP. 

i 

Nommant maintenant AC , ib , AB, a, & l’ordonncc 
BG,r , l'élément des poids fera - — > & celui des 

prx'dx-^ibjtrxxdx 

efforts, A étant le centre du mouvement, lera ' 

prx* hprx 1 

dont l’intégrale fera ; 


8 MH 1 1 64$ 


144 — f 44 ^ 

%frx* -+%b prx l 
14.14-4-48 ab 


j 44 -+ 6 ab 

ton. di.ift pa. , Comme des 

poids , 
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poids , le quotient , fera la diftance du centre de 

gravite du point A dans l’axe AP du conoïde formé par la 
révolution de la partie AMP de l’hyperbole ; & quand x— r, 
la diftance du centre de gravité de tout le foiidc depuis le 

fommet A , fera i d’où il fuit que ja— f-S£ ; 4»— f 

izb : : 4 : - r • 

4 <J -+| 1/1 

Exemple XIV. 


91. Trouver le centre de gravité d'un conoïde hyperbolique 
formé par la révolution de l’efpace hyperbolique 
A M BCD autour de CD, moitié de l'axe conjugue. 


Faifant les memes fupofitions que dans Y art. 61. l’élement 
ou la différence des poids fera a “ px A * , &C celui des 

efforts par raport \AC eft a yt yj ix ^^ji xix ^ { j Qnt pj nte g ra | c 


pour aa : qui étant divifé par la fomme des poids , le quo- 
— jj , fera la diftance du centre de gravité du co- 


txent 


A xx ■ 


noïde formé par l’efpace AC PM autour de la ligne ou axe 
AC. Et quand x devient =b , on aura b , pour la diftance 
de ce même centre de gravité. 

C’cft pourquoi le centre de gravité de tout le conoïde , eft 
tellement fitue dans l’axe AC, que la partie depuis le centre 
C, jufqu’au centre de gravité, eft à AC comme 9 à 16. 


Pii- <». 


Exemple XV. 

91 - Trouver le centre de gravité d'un demi- fphéroïde 
formé par la révolution du demi - efpace 
éliptique AMca, autour de l’axe Aa. 


Faites AC = 4 , Cc = r , AP=*x , PM=y t alors quand Fig. 40. 
PC devient x, la différentielle des poids fera — ; mais par 

R 


X 
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la nature de l’clipfe , AP étant =x , y y : iax — xx ::m*n 

d’où on tire yi = ï,,rrx . & fubftituant cette valeur 

- fnix isfrxd 

dans 2— , on aura 

»r 


-prx'ix 


8c multipliant par x, la 

*r 

différentielle des efforts fera , dont l’intcgtale 

far txtmflt £ — £ , qui étant diviféc 


par 


J* 

mfm — 4p r *' 
> 4 " 


fomme des poids , le quotient 


-}** 


• 140a • 

fera la diliance du centre de gravité de la partie du folidc 
formé par l’efpacc du point A ; & quand x devient 

t=a , la même diftance fera J a , c’cft-à-dire, que le centre 
de gravité du dcmi-fpHéroïdc cft diftantc de A de 1 4 . 
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SECTION VII. 


Vfage du calcul différentiel fy- intégral dans la recherche 
des centres de pereuffion des figures. 

De’ FINITION. 

94. T E centre de percnfjlen ou A'efiillatien d’une figure 
I , en mouvement , cft le point dans lequel toutes 
les forces de cette figure font regardées comme écant toutes 
réunies en un fcul point , de maniéré que fi cette figure ren- 
controit un obftaclc contraire a la direction de fon mouve- 
ment , elle choquera cet obftaclc dans ce point avec plus 
de force qu’elle ne feroit dans tout autre point de la figure. 

Pour cet effet il cft néccflairc que les parties de la figure 
changent conftament la difpofition qu elles ont àfc mouvoir, 
&q u’ellcs (eparent leur quantité de mouvement , non com- 
me dans les centres de gravité , en raifon des efpaccs par- 
courues-, mais en raifon compofèe de leurs vîteftes , &: des 
diftanccs de ces centres réciproquement proportionnels à ces 
mêmes vîteftes, ou , ce qui cft la même cnolc , qu’elles fepa- 
rent leur quantité de mouvement en parties égales à chaque 
côté de ce point d’ofcillation. C’eft pourquoi le centre de 
pereuffion eft par raport aux vîteftes , ce que le centre de 
gravité eft à l’égard des petits poids ; &c comme pour trouver 
le centre de gravité, on divife la fommedes efforts par la 
fomme des poids ; ainfi pour trouver le centre de pereuffion , 
il faut multiplier la fomme des efforts par des lignes droites 
égales ou proportionnelles aux efpaccs mus , & divifer le pro- 
duit par la fomme des efforts ; d’où il fuit : 

Que la réglé generale pour trouver le centre de pereuf- 
fion d’une figure qui fe meut autour d’un point donné ou 
axe , eft de multiplier toutes les parties qui compofent la 

R i ) 


iji A N A L I S E 

figure ( c’eft-à-dire, toute fon aire ou toute fa foliditc ) con- 
fiderées comme autant de poids , par les quarrés de leurs di- 
ftances du point de fufpenfion , & divifer le produit par celui 
des mêmes poids multipliés par les diftanccs de .Taxe du 
mouvement , &c le quotient fera la diftance du centre de per- 
euflion du point ou axe de mouvement. 

Il fuit dc-là que fi AP=x , MN=iy , Pp=dx , l’effort 
de tout le petit poids MNnm ,fera =iyxdx. Par conféqucnt 
la diflance du centre de pereuffion du point A , eft égale à 
l’integrale de iyx x dx , divifée par l’integrale de tyxdx. 
Donc fi par lcquation de la courbe vous trouvez la va- 
leur de y , que vous fubftitucz dans ces différentielles , & 

3 u’cnfuitc vous en preniez les intégrales , vous trouverez la 
iftancc du centre de pereuffion depuis le point A , ce qui 
fera éclairci par les exemples fuivants. 

Exemple premier. 

9 j . Trouver le centre de pereuffion d une ligne droite AB , 
qui fe meut Autour de fon extrémité A. 

Si on conçoit maintenant cette ligne comme divifee en 
une infinité dejpetitcs parties égales Pp (dx) , AB étant a , 3d 
AP , x , il cfl évident qu’en tems égaux elles décriront des 
arcs égaux de cercles concentriques , qui feront les uns aux 
autres comme les diftanccs du point A s mais la vîteffe avec 
laquelle les memes arcs font décrits , font proportionclles 
aux mêmes arcs ; ainû les vîtefles font comme les diftanccs. 

Maintenant xdx fera l’clcmcnt ou différentielle des ef- 
forts , qui multiplié par x , qui rcprcfcntc les vîtefTes , don- 
nera x dx pour la différentielle des forces , dont l’integrale 

— étant divifée par la fomme des efforts — , le quotient ~ x 

fera la diftance du centre de percufTion de la partie AP de la 
ligne depuis le point A , & le centre de pereuffion de toute 
la ligne fera \ a faifant x=a. 
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Exemple II. 

96. Trouver le centre de percufflon d'un rectangle RIS U , 

fi mouvant autour d'un de fis côtés RI. 

SiRI^SH—a , AP=x , alors Pp—dx , fera l'élément 
de l’aire , &c un des petits poids fera =adx , & Ton effort 
.fera axdx ; d’où il fuit que l’intcgralc de ax l dx , divilce par 

l’intégrale de axdx ( ou \ ^ ) le quotient \x , fera la di- 
^ax 

ftance du centre de pereuflion de la partie RCDI du paralle- 
lograme depuis le cote RI; & fi au lieu de x on fubftituë la 
hauteur RS=é de tout le triangle , la diftance du centre de 
pereuflion depuis le côté RI fera — \b. 

Exemple III. 

97. Trouver le centre de percuffion d'un triangle ifocelle 
S AH , fi mouvant autour de la ligne RI , pajfant par 

le fommet A , & parallèle à la bave SH. 

Que la hauteur AE foit =a, AP—x , EH=z J- b , PL=y, 
En fuite AP ( x ) : PL {y) : : AE (a) : EH= r b. D’où il fuit 

que ay=\bx, &: y= ^ ; mais 1 intégrale de yx r dx =l 'inté- 
grée de — eft= b j - , & l’inregrale de yxdx= à l’intcgra- 

i , ix'Jx tx'< 

^ de eft = — ; par confequent l’integrale de yx l dx 3 
divifée par l’intcgrale de yxdx , ou ~ = J *= * x 

eaux' 1 4 

Mais fi vous fubftituez pour x , toute la hauteur AE=a 
la diftance du centre de pereuflion de tout le triangle AS H 
depuis le fommet A , fera 1 a= { AE. 

Exemple I y. 

58. Trouver U centre de percuffion d'un triangle ifocelle 
S AH qui fe meut autour de fa bave SH. 

Que tout foit comme dans l’exemple precedent ,cc qui 


/ 


Tig. es. 


Tig. SC. 


Pii- es. 
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donne P£=, 
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; d’où il fuit que l’integrale de yx l dx=: à 
l’intégrale de — — x a — x ( = à l’intégrale de \ abxdx — 

bx l dx~+ ~~~ ) cft = j abx x —\ bx* -+ ~ ; & l’intégrale de 
yxdx— à l’integrale de x 4 — x ( = à l’intégrale de \ 

bxdx — b -^ ) — \ bx l -~- • Par conféquent le quotient 

de l’integrale de yx'dx , divifee par l’intégrale de yxdx 

( T \ 

v ibx'— *4 ' 


r 44 1 bx x — J tabx' H- llbx* 


elle 


96a 


6abx l ^-+bx* 


14a 


6d L bx x — i6*bxl-+6bx ♦ 6a l — Sax-h } x' 

ttabx 1 — $abx> 


à la di- 


6a — 4 * 

ftance du centre de pereufiion du fegment SZVH , depuis la 
baze Sa. 

Si maintenant pour x , vous fubftitucz 4 , vous aurez la 
diftancc du centre de pereufiion de tout le triangle S AH ■■ 

6a ' — . ! 

1 ’ 




l i 4 = r AE. 
Exemple 


V. 


99. Trouver le centre de perçu ff.on d" un efface parabolique 
qui fe meut autour £ une ligne pajfant par le fommet 
de la parabole parallèle à Ja baze. 

Nommant maintenant l’abfcific x , toute la hauteur a i U 
différentielle des efforts fera x * dx , ô£ celles des forces fera 

x'dx, dont l’intégrale eft f x * , qui étant divifée par f x * 

fomme des efforts , le quotient fera \ Arœ à la diftancc du 
centre de pereufiion de la partie de la parabole dont la hau- 
teur tft x , depuis le fommet ; 6c quand x devient égal « a , 


Digitized by Google 


DES INFINIMENT PETITS. t if 
la diftance du ceotrc de pereuffion de toute la parabole fera 

$ 4 . 

S C H O J, I E. 

i oo. Si on demande le centre de pereuffion d’une para- 
bole d’un degré quelconque, on aura * =5 à la di- 

ftance du centre de pereuffion depuis le fommet 1 dans cette 
expreffion generale , m eft l’expofant de la puiffimcc de l’or- 
donnée de la parabole : De maniéré que fi m~i . , la di- 
ftance fera f a , comme dans la parabole ordinaire , fi , 
comme dans la parabole cubique , la diftance fera =*= ^ 4 , 

Sec. 

Exemple VI. 

loi. Trtuver le (entre de pereuffion (T un efface parabolique, 
qui fc meut autour de la baze DD. 

Multipliez la différentielle des poids x'dx, par a — x , n t , jj, 

Se on aura ax * dx — x * dx s= a la différentielle des 

efforts , qui étant encore multipliés par a — x , donnera pour 
la différentielle des forces aax * dx — lax T_f 1 dx-+x *' +l 

dx , dont l’intégrale f aax — ? ax r ~ +1 -+f x * } »»= 

7 044x*' +I — _ fJ ox *' +3 

- ■ 1 — étant divilee par la 

ioy. r - 

I04X*- +, -«X i ’ + * 

fomme des efforts — — . — , le quotient (ira 

15 

» di^nce du ccntrc de pereuffion de l’efpace 

DM ND , depuis labaze DD , & fubftituant x pour a , la di- 
ftance du centre de pereuffion de toute la parabole depuis la 
baze DD , fera 7 a— } A B. 
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Exemple VII. 


t}6 


loi. Trouver le centre de percuffion d'un cylindre AB , 
qui fe meut autour de fon extrémité A. 

~ Il cft clair que les vîtclTcs de toutes les petites parties 
67. égales de ce foliac , feront les unes aux autres , à caufc des 
tems égaux, dans les mêmes raifons que les cfpaces rm ; c’eft- 
â-dirc , comme les arcs décrits dans leur mouvement , ou 
comme les rayons , ou les diftanccs du point de fufpenfion : 
préfentement que l’axe AB du cylindre foit=a, une partie 
quelconque AP=zx , la circonférence de la baze =p , Sc fon 

rayon = r ; alors la différentielle des efforts fera — — , Sc 
celle des forces — ~ , dont l’integrale eft r -~ > q U [ étant 
diviféc par la fomme des efforts = — , le quotient \ x fera 

4 • m 

la diftancc du centre de percuffion de la partie du cylindre , 
dont la hauteur ou diftancc du point A , cft AP , Sc f a, 
fera la diftancc du centre de percuffion de tout le cylindre de 
çc même point A, 

Exemple VIII. 

103. Trouver le centre de percuffion d'un cylindre qui fi 
meut autour du point R dans l'axe prolongé. 

Fig. 67. Faites R B=a , RA~b, AP—x, alors RP=b— {-x, Sc AB=> 

a — b , par confèqucnt br r dx -*t rxix l'élément des efforts ; 

mais les vîteffes des petits poids égaux Au folide , font les 
unes aux autres comme les arcs décrits du point R par ces 
mêmes poids ; ainfi les forces font les unes aux autres comme 
les lignes droites qui forment le trapèze décrit par le cylindre. 
D’où il fuit que multipliant cette éxpreffion différentielle des 

efforts par b-+x , on aura bb F rdx ~ + . ll ’ fr J dx P x la diffé- 
rentielle des forces dont 1’intcgrale eft = — ^ -+ — f 

^-,qui étant divifée par la fomme des efforts = -j- — f- 

donnera 
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« . 6bb—\-6bx—\r r « j*n 1 

donnera pour quotient 9 lcra a d “ tancc du 

centre de percuflion de la partie dont la hauteur cft AP , de- 
puis le point R , te > fera la diftancc du centre 

de percuflion de tout le cylindre depuis le point R ■. car alors 
x devient =j — b. De - là il cft aile de trouver dans quelle 
partie d’un cylindre de bois, une perl'onne doit frapcr,afin de 
donner le plus grand coup qu’il cft pofliblc ; fupofant que 
AR reprefente le bras de la perl'onne , te AB le bâton. 

Exemple IX. 


104. Trouver le centre de percuflion d'un cône qui fe meut 
autour de fon J'ommet A. 

La différentielle des efforts eft & ce n e fl cs forces F<>. a>. 

t Ma 9 

cft ^7- , dont l’intégrale , étant divifée par la Comme 

des efforts = ^ , le quotient ? x fera la diftancc du centre 

de percuflion de la partie du cône , dont la hauteur cft AP 
depuis le Commet A , te f a , lcra la diftancc du centre de 
percuflion de tout le cône depuis le Commet A. 

Remarquez que ce centre de percuflion eft le même que 
celui de gravité du complément de la parabole cubique ; les 
forces étant comme les lignes qui forment ce complément. 

Exemple X. 


lof . Trouver le centre de percuflion d'une fphere qui fi 
meut autour d un point A à l'origine du diamètre AD. 


SupoCez le rayon =r , la circonférence —p , te AP=x ; 
vous aurez pour la différentielle des efforts px'-dx — » 

te pour celle des forces px*dx — r — , dont l’intégrale fera 


r, i- 44 * 


^ » qui étant diviCée par la Comme des efforts = 

; le quotient , lcra la diftancc du centre 

s 
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de pereuflion du fegment de la fphcrc , dont la hauteur eft 
x , depuis le point J -, &C f r , lera la di dance du centre de 
pereuflion de toute la fphcrc depuis ce même point. 

Exemple XI. 


106. Trouver le centre de percu/fo» d'un canot de para- 
bolique qui fe meut autour de Jon fommet. 

La différentielle des efforts fera - — , 6c celle des forces 

1 r 

dont l’intégrale fera = qui étant divilcc par — , le 

quotient a x , fera la diftancc du centre de percuffion , de la 
partie du conoïde dont la hauteur eft x , depuis le fommet , 
& l a , fera la diftancc du centre de pereuflion de tout le co- 
noide depuis le fommet. 

Exemple XII. 


107. Trouver le centre de percujjion d’un fphenïde qui 
fi meut autour d'un bout de Jon axe tranjvtrfale. 


Les memes chofes étant fupofées que dans Y art. 93. La 
différentielle des efforts fera lmfr * - * ^ , 6c celle des for- 

IM 

ces fera ■ aer ‘ ix ~* TX “*? dont l’integrale — divi- 

fée par la fomme des efforts = ~ ~ , le quotient 

~ëot-+is X * ^ cra ^ ^iftance Au centre de pereuflion de la par- 
tie du fphéroidc , dont la hauteur eft x depuis le point du 
mouvement , 6c { a fera la diftance cherchée de toute la 
fpheroïde. 
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SECTION VIII. 


Réfolution de divers Problèmes par le calcul dijferemiel 

intégral. 

PROBLEME PREMIER. 

toi. Trouver une ligne , dans laquelle la foutangcnte foit 
égale à la demie-ordonnée. 


D Ans tous les cas il eft évident que l’cxprcflion de la 
fouftangente eft -, ainfi pat la condition du pro 

blcmc ^ —J/,àc ydx—ydy , c’cft-à-dirc, dx=dy, &c 1 ’intc- 
*/ 

gtalc de chaque membre ferajr=/. D’où il fuit que la ligne 
cherchée eft 1 hypotheneufe d’un triangle rectangle , en re- 
gardant comme fon axe la ligne coupant en deux cet angle 
droit : mais fi x eft Parc d’un cercle , alors la ligne cherchée 
fera une cycloidc. 

PROBLEME II. 


109. Trouver une courio , dont U foutangcnte (gale deux 
fois le quart é d’une demie-ordonnée divifée par 
une quantité confiante fuppofêe a. 


^ h. foutangcnte eft ^ . D’où il fuit que ~ doit être 
= ^ . Par confisquent aydx=i.y x Jy y c’cft-à-dxre, 


adx=i.ydy ,, & trouvant l’integrale de chaque membre , ou 
aura ax —yy -, ainfi la courbe cherchée ieca la parabole 
d’ Apollonius- 




S ij 
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nombre plus grand que r , fera l’intégrale de = dy — 

ydy~ J ry l dy — y^dy—vy^dy — y'dy , Sec. laquelle intégrale eft 
=*/— 'îj r H- \y'-\y+-+ f y s — \y 6 , &e. = le logari- 
thme de ce nombre qui eft plus grand que t. 

De plus, fi la différence de AB à JS>N c dy, cequi donne 
i — y. Ainli AQj ou ce qui eft la meme choie , le 
logarithme du nombre moindre que i,fcra égal à l’intégrale 

de j— y —dy — ydy — y’-dy — y'dy — y*dy — -y*dy , Sec. dont 

l’intcgrale fera =— y— \y l — — — t/» 

&:c. étant le logarithme d’un nombre moindre que i. 

S C H O L I E. 

1 1 3. Si le côté AB , ou BC , de la puiftàncc d’une hy- 
perbole =1 , 6e BT—y\ alors on aura AT=i~+y , Se l’cfpa- 
cc afymptotiquc hyperbolique fera —y — '-y - -+ \yi — 
-+{■7' — iy J —bÿy 7 , Sec. Se fi BJ)==y : on a dans ce cas 

AJj>== 1 — y , 8e la différentielle ~~ , fera celle de l’efpace 
afympcotiquc hyperbolique. D’où il fuit que cet efpacc fera 

=— y— h y'— \y’— i7 4 — \ y'— àr,&c. 

Par conféquent les logarithmes peuvent être reprefentés 

E ar l’hyperbole ; car fi le côté AB de la puiftàncc de l’hyper- 
olc =r , l’abfcilTc AP fera égale à un nombre plus grand 
quel , Se l’elpacc afymptotiquc BCMP fera égal au logari- 
thme d’un nombre plus grand que 1 ; de même l’abfciffe AJ^ 
fera égale à un nombre moindre que 1 , Se l’cfpacc afympto- 
tique ,S>NCB fera égal au logarithme d’un nombre moindre 
que 1. De plus fi y=i , alors on aura 1— f y =2. -, ainli le lo- 
garithme hyperbolique de 1 fera 7 — j — t- - — i -+ i — I, 
dre. mais ces fériés convergent lentement , chofe à quoi on 

peut remédier en fubftituant pour y. 

Remarquez, que ces logarithmes hyperboliques font les 
mêmes que ceux de Ne per , Se different par conféquent de 
ceux de Briggs , dont nous nous fervons communément ; 
cependant on peut les réduire à ceux de Briggs étant aux 
fiens comme le logarithme hyperbolique de 10 ,• par exemple, 
z. 301383091994, dre. au logarithme de Briggs de 10 qui 
eft 1. oooooooooooo, çyc. 


Fit- ff. 
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SCHOLXE II. 

1 14. Si z cft un nombre impair dont on cherche le lo- 
garithme , les nombres z — i,Sez~+i , feront égaux; ainfi 
leurs logarithmes Se la différence de leurs logarithmes feront 
donnés, que nous fupoferons y. De meme le logarithme 
d’un nombre moyen proportionnel géométrique entre les 
nombres 2, — 1 , Se a— H , fera la moitié de la fomme des lo- 
garithmes. La fcric y x — — h H — — t -+ 

D J 41 Ht 1 }«0t< IJIÏOI 7 

-■ J o ^, fera le logarithme du raport du moyen proportionnel 

géométrique entre les nombres z , — 1 , Se z.— H, à un moyen 
proportionnel arithmétique , par exemple , au nombre z. 

PROBLEME VI. 

il). Si un corps defeend librement dit point A , par le feul 
effet de la pejanttur , le long de deux plans inclinés AB , 
AC , aux points B & C. On demande la proportion des 
tems qu il faut pour décrire ces effaces. 

Q Uc ADE foit une ligne verticale , Se BD y CE des 
lignes horizontales -, nommez AD , a ; AE y b-,DB ,x-. 
Se EC , 

Il eft évident, que le tems qu’un corps employé à parcou- 
rir *unc partie infiniment petite d’une ligne quelconque , 
comme AB ou AC , peut être pris pour la différentielle ou 
la fluxion du tems qu’il employeroit à parcourir les lignes 

entières AB Se AC x c e qui étant accordé , AB=.\l aa—t-xx , 
Se AC 3= V bb~+zz , la différentielle de I2 première fera 

— ===== y Se celle de la féconde — — ; 
ya.i~+xx y ht-Viz 

De plus la vîtcfTc du corps décrivant la partie infiniment 

petite de AB , exprimée par — Bb y Se celle de AC , 

exprimée par — — ■ = Ce x fera égale à la vîtcfTc refpc&i- 

ve que le corps tombant perpendiculairement du point A , 
auroicchns les points DSC E -, les vîteflès décrivant le» peti- 
tes parties B b , Ce , étant regardées comme égales , qui font 
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proportionclles aux V AD ( y/ a J & à \l AE (y/ b ) ; par 
confequent les tcms employés à décrire Bb , Ce , font 

comme — ; = = = & ( les tcms employés à décrire 

des efpaccs quelconques, écanr en raifon direfte des efpaccs , 

& en raifon in verfe des vîtcflcs ) -, par confequent le tcms 
employé à décrire AB , fera au tcms qu’il faut pour par- 
courir AC comme l’intcgralc de la première différentielle 

cft à celle de la fécondé ; ces intégrales fc trouvant aifément 

par la cinquième forme des Tables de M. Cottes , en fai- 
fant 0=i , ii=i , dre . celle de la première étant y/ “~ +Jr * , 

& celles de la féconde yl , de façon que le tcms em- 

ployé à parcourir AB , cft au tcm s qu’il faudra pour parcou- 
rir AC , comme - t */ “*-+** , n v t %/«-+«. x 

yAD (V . > cu 3 y-ci ' y -j- >■ 

PROBLEME VIT. 

ii«j. Trouver la nature de la courbe BC , telle qu'un 
corps tombant librement par l'effet de fa pe fauteur depuis 
le point A jufquau point B , & continuant de fe mouvoir 
le long de cette même courbe , parcourra en défendant en 
tems égaux des efpaccs égaux. 

Q tUc BD foit l’axe, & que A B fait =a, I’abfcifTc BP 

[=* , & l’ordonnée PM=y , maintenant la différence 7 *‘ 
de l'ordonnée dx = o dans le point B origine de la courbe 
qui étant convexe proche l’a xe , il dev ient tangente au point 

B ; par confequent Mm (yl dx'--+df ) = dx dans le point 
B -, c’eft pourquoi le temps que le corps employé à décrire 

l’are B b , cft comme ~ } puifquc les tems font en raifons di- 

reûcs des efpaces &: en raifon inverfes des vîreffcs , & le* 
vîteffes acquifcs en B & en M , étant celles qui s’acquicrcnc 
par la chute du point A , aux points B ôccnM , ( qui fonc 
en raifons foudoublées de AB a AP ), le tcms employé à par- 
courir le petit arc Mm , cft comme Ÿ • Mais par la 
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condition du problème , durant la defeription delà courbe , 

le corps parcourt en tombant des efpaccs égaux en tems’ 

égaux ; ainfi -—y doit être =\/ , Se quarrant chaque 

membre == — j donc adx- -+ady'-=adx l ~+xdx l f 

a-+x a 

c’eft-à-dire , ady'=xdx ~ , Se tirant la racine quarrée de 
chaque membre , on aura V a * dy— \/ x x dx i enfin pre- 
nant les intégrales de ces deux membres , on aura ay x — 5 x > 
ou \ ay 1 =x i , qui cft l’équation de la courbe, & par con- 
fisquent une demie-parabole cubique. 

Autrement. 

Que AP foit=.v , PM=y , la vitefle acquife par la chute 
depuis le point A jufqu’au point M—v , Se z = au tems de 
cette chute jufqu’cn M -, maintenant par les principes de mé- 

chaniques — , eft comme dz , tems qu’il faut pour décrire 

le petit arc Mm , c’eft- à- dire , que V d - r ^ 1 , cft comme 
dz. D'où il fuit que fi a , cft une quantité confiante , on au- 
ra a V dx~ - 4 - dy x = vdz. Mais v cft comme \/x, ou 
comme V ax ; ainfi on peut prendre v= V ax. De même 
g, cft comme x — a , puilque par la condition du problème , 
le tems eft comme les hauteurs d’où defeend le corps : ainfi 
on peut mettre x — 4= 2. , & par la même raifon dx pour dz, 
Se en fubftituant dx pour dz , Se V ax pour v , dans l’équa- 
tion j\/ dx x -\-dy x *=vdz , on aura cette autre équation 
4 y dx l -+dy l —dx y/ ax , d’où il fuit que a'dx x —±a'dy'= 
axdx 1 SC a x dy x — dx y/ x — 4 ; enfuite cherchant l’intégrale 
de chaque membre , qu’on peut aifément trouver par les pe- 
tites Tables des courbes quarrablcs , pag. 1 9 , ou par la troi- 
ficme forme des Tables de M. Cottes , on aura a x y— 

t* x — y/ ax — 4'-, ou ay= V ax — 44 , faifant main- 

5 M /- * i 1 , , 

tenant n=x—a , on a - Van, ou a x y = — , ou \ ay = 
n\ C’eft pourquoi la courbe cherchée cft la féconde parabole 
çubique AO étant =a . 6c BP=n. 

^ PROBL. VIII. 
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117. Trouver lu loi de réfraction , admettant ce principe, 
que la nature fuit dans fes opérations les voyes les 
plus Jimples & les plus courtes. 


C Ommc la lumicre ne peut fc mouvoir en différons mi- 
lieux avec la meme vitcfl’c foie le raporc de la vîtcfle 
de la lumière durant fon mouvement de A vers B , où il 
commence à être rompu, à fa vîtcfle de B vers C durant fa ré- 
fraction ; foit , dis - je , ce raport exprimé par — -, alors les 

tems employés à décrire les lignes AB , BC , feront comme 
n x AB , eîï * n v. BC , abaiflez les perpendiculaires A c >, 
CP , &; faites AJO==a , CP=b , P^~c , P£=^x , & vous 


aurez B J%==c — x , &c par c onféquent BC—\/ bb~\-xx , Sc 
^£=V aa-t-cc — zcx—hxx 5 d’où il fuit que le tems dans lc- 
qucl AB-+B C, cft parcourue, fera=w y' bb-+xx-+n \l aa-+ 
cc — zcx-hxx, qui doit être un minimum. Ainfi fa différen- 
tielle fera ■ 


mxdx 


-f 


nxtfx 


ybb-+xx y*a-+cc — icx-¥xx 


■o i donc 


ybb-+ XX 


n x c — x 


y y 

' aa -+ cc ifx-f xx 


c’cft-à-dirc 


mx/’B 

BC 


»x BQ_ 
AB 


. Faites 


BC=AB, alors vous aurez m x PB=n x BJ^, &c par 
conféquent m : n : : B^j PB. 

D’ou il fuit que fi AB ou BC cft pris poulie rayon B O 
fera le finus de l’angle A , & PB , le finus de l’angle c 'c'ctt- 
a-dirc , parce que A^&c PC , font parallèles à DE ; PB cft 
le finus de 1 angle CBE ic BJÇf le finus de l’angle A BD ; par 
exemple , PB cft le finus de l’angle de rcfraCtion , & B J le 
finus de l’angle d’incidencc. Il fuit dc-Ià que le finus de Pan- 
glc d’incidence, cft au finus de l’angle de réfraction dans un 
raport confiant ; Par exemple , dans celui de la vîtcfle , do 
la lumicre avant la réfraction , à la vîtcfle durant cette refra- 
étion. 


Tig. 7 i. 


MS* 


T 


r>î- ?). 
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PROBLEME IX. 

1 1 8. Trouver /' angle B CD , dans lequel un cor fs placé en 
A,frapant obliquement un plan en C , doit fe réfléchir à 
un point donné B ; de maniéré que depuis le point donné 
A , jufquau point donné B , il parcourt le chemin le plus 
court. 

D Es points A ,B , abaifïez les perpendiculaires AE,BD. 
Que AE= a , BD== b , ED=c , & EC=x ; alors CD 

=1 — x &CAC=\ / aa~+xx ,ainfiC 2 ?=V bb—±cc — icx— hxx- r 
c’eft pourquoi AC-+CB , doit être un minimum y c’cft-à-di- 
re , y' aa-+xx — f \l bb—hcc — zcx—txx. D’où il fuit que fa 
différentielle = o ; donc — -- — — (- - - = o » 

Yi'—t-c 1 irx— 

& ainfi * V b l —H x — zc x— t-.v 1 — I- x — c x \/ d l -+.v l =0 ; donc 
xÿb'—H 1 — zcx—bx 1 = c — x x \/ a 1 -+x t , c’cft-à-dirc , 
EC x CB=CD x AC , ainfi EC : AC : : CD : CB } par con- 
fcqucnc , par la propojition Je ptiéme , liv. 6 . ef Euclide , les 
triangles AEC , BDC , font équianglcs ; donc l’angle ACE 
— l’angle BCD. 

PROBLEME X. 

119. Si un fluide ejl compofé de parties également mo- 
biles difpojees librement çjr à égales diflances les unes 
des autres , on demande la partie du cône , qui de toutes 
les autres dPméme baze Aa , dr de même hauteur BC t 
trouvera la moindre réftjlance en fe mouvant dans ce flui- 
de félon la direftion de l'axe , s' avançant par fa petite 
baze Dà. 

C’eft la même chofe de confiderer la partie du cône , 
comme en repos , & les particnles du fluide , comme fe 
mouvant contre cette partie du cône avec la même vîtefle. 

Tirez DE , parallèle à BC , que la hauteur donnée BC 
—b , le rayon de la baze donné =a , & AE=x. Or il cft 
démontré que l’effet d’une particule quelconque du fluide 
frapant obliquement la furfacc AD , de la partie du cône 
dans la direction DE , pour le mouvoir fuivant cette meme 
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direction , eft à l’effet de la même particule frapant directe- 
ment contre l’anneau formé par la ligne AE ( pendant la ré- 
volution de si B , ) pour le mouvoir dans la direction DE -, 
comme le quarté du finus de l’angle d’incidence FEV , ou 
A DE , eft au quarré du rayon ; & parce que dans ce cas 
l’angle d’incidence eft invariable , l’effet de toutes les parti- 
cules frapant la fupcrficie de la partie du cône formée par 
AD , fera à l’effet de toutes les particules qui peuvent fraper 
cedit anneau dans cette proportion : c’cft-à-dirc , la réfiftan- 
cc de la fuperficic de la partie du cône formée par AD , eft 
à la réfiltancc de l’anneau formé par AE , comme le quarré 
du finus de l’angle d’incidence eft au quarré du rayon. 

D’où il fuit que fi BC (b) eft fupofé le rayon , le finus de 

bx 

l'angle d’incidence fera > car ^D , ( V fx 1 ) : AE 

{x)-.BC(by. ^ . Si préfentement on fupofe que ledit 

anneau eft comme fa réfiftance , alors le cercle décrit par 
BE, fera auffi comme la réliftancc ; mais parce que les cercles 
font entr’eux comme les quarrés de leurs rayons; donc la rc- 

fiftancc de l’anneau eft à la réliftancc du cercle, comme A B 

— BE ( zax — \ l ) eft au quarré BE ( a 1 — za.v— fx 1 ) lef- 
quellcs quantités reprefenteront les réfiftances refpeclives de 
l’anneau &: du cercle. 

Alors BC (b 1 ) : rrzpp quarré du finus, :: AB — BE 

( tdx — x 1 ) : ^ a ^ a réfiftance de la fupcrficie de 

la partie du cône formée par AD , auquel ajoutant la réfi- 
ftancc de la petite baze Dà (a 1 — z«*x — f xx ) la réfi- 

ftancc de toute la partie du cône fera -fa 1 — zax—f 


xx= 


a’t ‘ — -+«'*• 


un minimum ; c’cft pourquoi 


, dont la différence doit être 

%ab*xtix—h xab'x'dx iab*Jx 


donc x ' — f —x=b-, ainfi x= — \/ b’-i-x 1 ; mais 

à caufe des triangles femblables AED , ABF , on aura AE 
( x ) _ L y/ p -fx l — t -: BC (b) ; : AB (a) : BF = 
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Ty^==Tlp = Ï V — I ^ , puifque I \l 

— 7 b * i V 44 1 — l-é 1 — f 7 b = 4 1 , comme il paroît évi- 
demment par la (impie infpcftion : la-fommc de deux quan- 
tités quelconques multipliées par leur différence étant égale 
à la différence de leurs quarres. 

On tire dc-là la conftru&ion fuivantc. Coupez SC (b) en 
G , &c tirez AG dans la ligne SC prolongée ; faites GV— AG 
( » V 4<* I -fé 1 ) &: V , fera le fommet du cône. 

PROBLEME XI. 

iio. Trouver la durée eT un pendule, faifant fes vibration s 
dans une cycloïdc . 

I 

Q TJc le diamètre du cercle générateur , ou la hauteur de 
mute la cycloïdc foit — a 5 que H B , hauteur du 
point d’où le pendule commence à defeendre &: à dé- 
crire l’are QB , foit = b. De même que HP—z ; ainfi PB 
=ib — z, : maintenant que le tems que le pendule employé 
à décrire , foit — .v , &: fur HB , décrivez le demi- 
cercle UN B , tirez PM , pm , infiniment proche l’un de 

l’autre & perpendiculaires à H R i alors P N = y zbz, — z,z , 
Pp = Nq = Rm =dx. , &c la vîteffe dans les points P } N , 

Par conféqucnt puifque la partie Mm , de la courbe eft 
décrite par un mouvement uniforme*, le tems de fà deferi- 

ption qui eft dx— — . Mais par la propriété de la cycloïde 
Mm : mR : : BS : B P , Se A B : BS : : BS : BP , par la nature 
du cercle ; d’où il fuit que BS : BP:: \é AB : \é BP ; & de 

même Mm : mR :: \ÏAB : \éPB-, donc Mm= y 
, Jiy.i iMty» 

lit ti 


Mais 


Ut 


par conféqucnt dx — 


îiyiit — tt 
iy/a x N» 


yjr- 


y PB }OC 
= Nn\ par 


Maintenant quand l’inté- 


grale de dx , fçavoir x , exprime le tems de la defeente SD , 
de tout l’are de la cycloïdc , l’intégrale de N» fera = à la ck- 
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conférence de UN B • donc comme z b , diamètre du cercle 
eft à la 7 circonférence ; ainfi z \/ a , eft au tems que le pen- 
dule employé à décrire l’are BJg^ Par conféqucnt puifquc 

z \/ a == , reprefente le tems de la defeente perpendicu- 

laire par A B , on aura le théorème fuivant ; fçavoir , le tems 
d’une ofcillation entière par un arc quelconque de la cycloï- 
de , eft au tems de la defeente perpendiculaire par le diamè- 
tre A B du cercle générateur , comme la circonférence du 
cercle , eft au diamètre. 

Corollaire. 

Il fuit dc-Ià que les tems employés à décrire tous les arcs 
d’une cycloidc font égaux. 

PROBLEME XII. 

m. La ligne loxodromicjue & la différence de latitude 
de deux endroits étant données , trouver la 
différence de longitude. 

Q Ue P y foit le pôle ; A B F , le cercle de l’équateur 5 
PC B y PDA des méridiens j A CG , le rhumb partant 
par les deux lieux donnes A Se C , tirez Pdeby infiniment pro- 
che de PCB , Se delà diftance PC décrivez l'are CD : faites 
maintenant le rayon PA=a , la différence de latitude de 
deux lieux , fçavoir AD , ou BC=y -, la différence de lon- 
gitude qu’on cherche AB=x -, la tangente de la ligne loxo- 
dromique donnée ( ou l’angle confiant que fait le rhumb 
avec un méridien quelconque ) , fçavoir , de I'angl* Ccd= 
m. De même faites le finus de latitude du lieu c=r , Se le 
finus du complément Toutes ces grandeurs font varia- 
bles , excepte AP ( a ) Se la tangente de la ligne loxodromi- 
que donnée =m. 

Maintenant puifque les arcs Bb , C d font fcmblablcs , on 
aura PB (a) : au finus du complément de latitude de C fa)» 

B b ( dx) : Cd = . De plus par la nature du cercle P 9 

moins le quarré du finus de latitude de C, fçavoir à 1 — «•* — -_ X J 
Se de ( dy) == V dr-+dz, 1 , comme il eft évident. Ainfi en 


fil- 7f. 
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prenant la différentielle de lequation d 1 — r'=c'-,on aura dz. x 

= ainfi mettant-^— pour dz 1 , dans l’équation dy= 

\ dr— bdz 1 , elle fc changera en ccllc-cy , dy= — , &c G 

td {dy) cft fupofé rayon , alors C'd cft la tangente de l’angle 
Ccà de la ligne loxodromique — m. Donc PB (a) : 

m : : rd ( dy ) : c d = — , & multipliant les extrêmes & les 

moyens on aura mdy — zdx -, ainfi dx— — j d’où il fuit 

que fubftituant ~ pour dy, il viendra dx— = ~ T — 

8c prenant les intégrales on aura EA (.v) —m x — — f. — 

1 1 

r ï r 7 

— H- — (ÿ'r. = à la différence des longitudes des lieux 
A 8cC. 

L’intégrale de p-^r peut être exprimée félon la méthode 

de M. Cottes dans la mefurç d’un raport. Car cette différen- 
tielle peut fc raporter à la féconde forme de fes Tables : car 

faifant 0=o , *=i , Z)=.iw , e=a l ,/= — i , R ( V —y ) 

=<*, T{x h ') = = rr , la 

ûn ~ ijn i 

différentielle de cette forme VZj dz , fc changera 

e-+fz' 

en -4"— T , 8c l’intégrale — DR I fera m I -p— =m 

j ^ , qui cft l’cxpreflion diffcrenciellc de la longitude B a. 

C’eft-à-dirc , que la différence de longitude eft égale à la 
mefurc du raport du rayon ajoute au linus de latitude du 
lieu c , 8c au finus du complément du meme lieu , la tan- 
gente de la ligne loxodromique en étant le module j 8c li £ 
eft un autre lieu dans le rhumb dont le linus de latitude foit 
donné i alors on peut trouver par la même règle la différen- 
ce de longitude AH , 8c par conféqucnt auffi la différence 
de longitude B H des lieux C 8c. E. 
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Corollaire. 

Si le rhumb AC = u , Se cà (dy ) égale le rayon , alors 
Ce fera la fccantc de la ligne loxodromique ; d’où on tire 
PB (4) : Ce : : rd ( dy ) : Ce ( du) } donc adu=Cc x dy , 

prenant les intégrales au— Ce x y -, donc u —— ^ -, c’eft- 

à-dirc , la différence de latitude AD cft à la longueur AC 
(y) comme le rayon cft à la fccante de la ligne loxodromique. 

PROBLEME XIII. 

In. Cuber le folide formé par la révolution des cfpaces 
concboidatcs CPGR , & BGJ%£, autour de la ligne 
ABC , tirée du pôle A perpendiculaire À l'afymptote 
EG. 

F Aires A p infiniment près de AP , du point A décrivez 
des petits arcs £>s, Gr , Pn , à la diftance Bc , ouBc-, du 
* point A , décrivez l’are EF , &: des points F , P tirez Fig. 77. 
FH , JïtR ' , PI , perpendiculaires à AE. Nommez ch ( = 

A E—AF= rc=j%G==GB ) =a , A B , b , E ff, x , A/i, z> 
te ff F ,y -, maintenant à caufc de la fimilitude des triangles 

ABG,AHF-,AH(z.)zAF (a) ::AB(b): AG=s^ ; d’où on ticc 

A Jt— a. & pat la même raifon AP— — — ha. 

* • x. 

De plus , AF ( a) : F H ( y ) : : AJ>^ ( — — a ); 

b * h * 

= — y > ainfi PI= — — f y ; alors la différence de 

j • 

1 arc EF y fçavoir Ff , fera — ; ainfi les fréteurs AFf \ A Jjh, 
font fcmblablcs ; donc AF (a) : Ff ( — ) ; : a J . ? ( — — a )- 

alix. . 1 IA*" 

•Qi = — — de la même manière Pn— — a dz. 

Déplus la différence du folide forme par la révolution 
ci-dcflus mentionnée de l’efpacc Aejj^fc ra = » A <9 x G j 
multiplié par la circonférence décrite par le point^ G "'de 
meme la diff'-rencc du folide formé par l’efpace ACP='AP 
x Pn , multiplié par la circonférence décrite par le point P 
te la différence du cône formé par le triangle rcéhngle A SG * 
pendant la révolution ci-dcflus mentionnée , fera L AGxGr 
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multiplié par la circonfcrcntc décrite par le point G ; par 

confequent la différentielle du folide produite par Ac Jutera. 

ab a v bj aide , . f , . 

adz ( — , étant le ra- 

V 




» r h 

— x — x — J X 

i r X. ' 


port du rayon à la circonférence ) = — x 


a'b'de 


W 


b' de 
x.' 


■ — -^7 ; & la différentielle du folide produit par 


r ab a p by by p a'b'd 

ACP , fera- -+ Y x 7 x --+;x--f; = T x — 

a'b'dt. • bât. a du ..... , , i**- 

X. 


p 

rcnticllesfcra = — x 


Vde 
3* 

— — , & l’élément de ces deux diffé- 
5 

2 a'b'di 


J a x dz= à la différence de 


la fomme des deux folides produits par les cfpaccs cJÇGB , 
BGPC \ & ainp 7 x — f \ a l dz. cftla différentielle, de 

p a'b 1 — — — — 

la î de la fomme , dont l’intcgrale fera 7 x — a l z= * 


b' a — . 


( fubfti tuant a — x pour a ) 7 x — 


.i x 


a* xax ai i 

a l b b 

J î J 


, & faifant x—o , l’integrale fera 

a — x 

ï- x ab — a’ , qu’il ftut fouftraire ; en forte que la véritable 

... a* xa'x a'x 1 

a 1 b 1 h 

intégrale cft 7 x — ■ — . — 1 _ — * ab'- -+<*- = 


r *' x 

ab l x—\ 

-Î-X 


a x 
i 


a — X 


On trouvera à peu près de la meme manière la différen- 
tielle de la moitié de la différence des folides , comme nous 
avons trouvé la différentielle de la moitié de leur fomme. 
Car on aura par les triangles fcmblablcs A //F, ABC-, c es 

proportions AH ( * ) : AF (a) : : AB (b) : AG = — , & AH 

(a) : H F (y)-.: A B (b) : BG= 7^ puifquc les fedeurs AFf t 

AFr , 
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APr, font auffi fcmblables , on aura AF (4) : Ff( — ) . . 

ab obdx, ^ 

AG C — ) : Or= — , & par conféquenr la différentielle 
du conc décrit par le triangle rcftanglc ABC fera = — * 


Ij aUx. 
7- x — X 


p 4 *b*dx. • 

- x “T7T . de laquelle ôtant la diffe- 


rcnticlle ci - deffiis trouvée , du folide décrit par I’efpace 
AcQ , le reliant x Æ -+ ^ > c ft la 

J 

r ^ nci ^c du folide formé par l'efpace CgGB , fi on ôte 
r x > de la différentielle du folide forme par i’efpace 
JCP , le reliant £■ » ^ -+ , eft u difeerr- 

tiellc de l’autre folide JC/’C , de laquelle ôtant la différen- 
tielle du folide c^GB , le reliant r - x , eft la diffé- 
rence des deux folides ci - deffus mentionnés , de forte 
que— x — ,eft la différentielle de la moitié de la différence 


es folides , qui peut erre comparée à la première forme des 
J ablcs de M. Cottes , en fubftituant premièrement 4 — x , 
au lieu de z. , 6 c — dx pour dz 5 ce qui changera la différen- 
tielle en ■£ x f sc faifant *=* , 5=1 , »=i , d=4^, 


ii — 1 

t==a > /= — 1 , la différentielle Dz “ dz= — x *' tJx tts 

r> r- *-*A* r 

l’intégrale - I — y — deviendra =— ^ aab I — = -£. 
■ m V 1 * r \ „ T 

aa b | ~ ~ » puifquq le logarithme du raport de 4 , à 44 — x , 

avec le ligne plus eft égal au logarithme du raport de 4 x , 

à 4 avec le ligne moins. 

Les intégrales ou quantités de la moitié de la fomme & 
de la moitié de la différence des folides étant trouvées , nous 
paflcrons maintenant a leur conftruftion , en commençant 
par celle de la moitié de la fomme. Il cft aifé , fuivant ce 

a u’on vient de dire , de trouver la différentielle d’un fefteur 
c fphere décrit par le fefteur circulaire AEF , & par confis- 
quent de trouver aufli l’intcgrale ou quantité de ce fefteur 1 

V 


IÇ4 A N A L I S E 

la différentielle étant = -xyx y , &. 

en fubftituant 4 — x , au lieu de z. , l’intégrale fera = x 
— = — k — , & fupofant *=o , cette même inté- 
grale deviendra — x — qu’il faudra fouftrairc de l’autre ; 
d’où il fuit que la véritable intégrale fera ~ x — — ou 
x — = à la folidité du fcêtcur de la fpherc décrite , comme 

î — a 

on a dit ci - deffus ; tout ceci étant fupofé : Faites AE ( aa): 
$AB * AG-+AE* ( J b x -+ aa ) : : le fcûcur de la 

fpherc ( — x — ) eft à la folidité de la moitié de la fomme 

des folides = |x ab'x-+ ~ ~ , qui eft la même cx- 

preflion qu’on a trouvée ci-devant. 

Enfin pour conftruirc l’cxprclfion -£■ tuib | , nous 

fçavons que ~ aa , eft l’aire d’un cercle qui a pour rayon 

BC ( 4 ) qui multiplié par b eft la folidité de la moitié 

de la différence. Mais à caufc des triangles fcmblables AHF r 
AG B , le raport de a=AF à a — x=AH , eft égal au raport 
de AG à AB ; par conféqucorla valeur de la moitié de la dif- 
férence des folides qu’on doit cuber , eft égale à un cylindre 
qui a cC ( ta ) pour . diamètre de fa baie , & qui a pour la 
hauteur la mefurc du raport doublé de AG à AB , le mo- 
dule étant AB (b)» Car — aab I — — = — tab I — — » 

puifquc le logarithme d’tme raifon double eft la meme que 
celui d’une raifon doublée. 



- f 
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PROBLEME XIV. 

Ü3. Trouver la nature d'une courbe A MC , telle que fi 
on ton f oit un vafe formé for fa révolution autour de 
l'axe AU perpendiculaire à l'horizon , & que ce vafe 
foit rempli d’eau qu'on fuppofèra couler par un petit trou 
rond percé dans le fond de ce même vafe ; la trouver , dis- 
je , telle que la furface de Ce au en défendant laijfe des 
efpaces égaux en tcms égaux -, fupofant que lavîteffe de ' 
l'eau qui fort par le trou , foit comme la racine quarrée 
de la hauteur de l'eau au-dejfus du trou. 

S Oit A B=aa, &: AP=x , hauteur d’eau indéterminée t Ti 7?> 
5 c foit PM = y , foit encore la furface du trou =zb 
la vîtcfTc =v , & le teins de l’affaiflcmcnt de la furface =/ 

qui par la condition du problème eft comme a — x j or f 
eft comme v ; c’eft-à-dirc , comme \Tx , ou comme ÿ~âx , 
par la condition auffi du problème ; donc ~ : y ax , com- 
me la furface du trou b , eft à la furface de l’eau f. Or , 
puifque / peut être pris pour a— x ; par conlèquent dt=dx -, 

ainfi t-.y axr.b 1 if. D’où on tire b 1 y ax=f &cab r x=^j+ t 
& par conféqucnt la couxbïACM eft une parabole quarrée 
quarrcc. 

PROBLEME XV. 

1x4. Si AC eft une ligne horizontale ,yîr le point C de la- 
quelle ligne eft élevé un parallelepipe CD , dont une des 
fur faces foit perpendiculaire à la ligne AC ; il s'agit de 
trouver l'angle CAB fur le point A 1 duquel angle fupo- 
fant pofée l'extrémité A, d'un long folide AB; de maniéré 
qu’avec fon autre extrémité B , il vienne prefter le paral- 
lélépipède CD , ce folide comprimera perpendiculaire- ' 

ment CD avec plus de force au point A , qu’en tout autre 
• point . 

S Oit F le centre de gravité du corps AB-,da point F, tirez r, s . 7J . 

la ligne FE perpendiculaire à AC, & du point £ } tirez El 
perpendiculaire à AB ; tirez auffi du point B , la ligne BH\ 

V ij 
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perpendiculaire à AE=AE , &: du point H tirez HG per- 
pendiculaire à BD , foit AB— J , foit AF— b , &C CB—x. 

Maintenant la preflion que fera le folidc AB , dans le 
point b y dans la dire&ion HB , contre CD , fera comme 
AE ; ainli on peut le reprefenter par AE ; donc puilque B H 
t=AE , la preflion directe contre CD dans le point B , fera 
—HG. Cela cft démontré dans les principes de la méchani- 
que. D’où il fuit que CB x HG , cft l’effet de la preflion per- 
pendiculaire du folidc AB contre CD dans le point R qui doit 

être un maximum. De plus Ab ( a ) : AC ( a* — x 1 ) : : AF 

(b) : AE = — V a 1 — x x , puifquc les triangles AEI , 

... h 

ACB font fcmblablcs , ou aura AB (a) : BC (*) : : AE ( — 


y/ a 1 — x l ) : El — HG = —, V — x 1 ; d’où il fuit que 


fa» 

CB x HG = — y" <*’' — a ; 1 , dont la différentielle 

4 

Aa 1 b 1 x'dx — Bb'x^dx ... . 

— — — , doit être = o ; donc za l — 3.V 1 , 

za* x 4- — .v l 


ainfl x= \/ — i par confequcnt comme A B : V \ AB } de 
même le rayon cft au finus de l’angle CAB= j4 rf . 44'. 


PROBLEME XVI. 


ny. Trouver la nature d'une courbe ACDB , au long de 
laquelle fi un corps tombe librement par fon propre 
poids du point donné A, au point donné B , le tems de fia 
deficente fioit moindre que celui qu employeroit dans fia 
deficente du point A au point B , un corps qui pajfieroit le 
long de toute autre courbe. 

S Oit C &cD deux points donnés dans la courbe , infini- 
ment proche l’un de l’autre : foit le point intermediaire 
jE de la courbe , tel que tirant DI&C EH perpendiculaires , 
&C AK , CL , EM y parallèles à l’horizon ; la petite ligrtc 
EL y foit = DM. 

Maintenant puifqu’on fupofe que la ligne ACEDB , eft 
la coutbc le long de laquelle le corps tombe du point A au 
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point B , dans le moindre cems qu’il eft poflible } il cft clair 
qu’il tombera du point C au point D , partie quelconque de 
cette même courbe dans le moindre tems poflible. Car fl ce- 
la n’etoit pas , fupofons qu’il tombe plus vite le long de 
CCD , qu’au long de CED , alors la courbe ACGDB , feroit 
décrite en moindre tems que la courbe ACEDB , ce qui eft 
abfurde. 

Puifquc les points C &CD , font donnés de pofition , les 
lignes HE , ID , EL — DM , font par conféqucnt invaria- 
bles &c données , 8c CL } CE , EM , ED , font variables : foit 
EL—DM—m , HE=b , ID—p , foit CL—u , EM—z. -, 
alors le tems qui fera employé à la defeription de la ligne 
CE ( étant en raifon directe de CE , fie en raifon inverfe de 
CE — 

la vîtefle ) cft comme ( V — - t — ) regardant comme 

égales les vîtefl'es avec lefqucllcs font décrites chacunes de 
ces lignes infiniment petites ; de même le tems que le corps 

employé à décrire la petite ligne ED , eft comme -£=L 
, yiD 

( V — - — l par conféquent la fomme de ces tems doit être 


un minimum ; fçavoir \/ 


la différentielle 


vdv 


f 

tlx. 


— î en forte que 
doit être 


b r V ■*-+ v l p r V m'-n* 

=o. Or CN= v—f-z, cft invariable , Sc dv—+dz—o , dv 

= — dz. i donc 


b'i Vm' 


ptV» 


Maintenant fi AH=x , HE— y , alors EM- — <dx , Sc MD 
=dy , de même ED= \f dx l -+dy l j par conféqucnt la dif- 
férence de la courbe eft toujours comme — ; c’cft- à - dire 

y 

en raifon dirc£tc de la différence de l’abfciflc AH {x) , & en 
raifon réciproque &£. foudoubléc de l’ordonnée HE (y). 

On trouvera que la courbe qui a cette propriété eft la cy- 
cloidc partant par les points donnés A &c B , ayant fon fom- 
met renverfe , comme on le démoptrera facilement : qu’on 
fupofe A &c B , pofés de façon que ACD fbit une demie - cy- 
cloydc , crc. 

Décrivez le demi - cercle générateur l K PB ; prolongez la 


ïj8 ‘ A N AL I S E 

ligne EM , jufqu’à P 6c i? i tirez la tangente CET an point 
JE de la courbe , SC du point B , tirez la cordc PB i foït bK 
= 4 , alors tC^~=y, & a — y , c’eft une propriété 

connue de la cycloïde d’avoir Ta tangente ET , parallèle à 
la corde PB de l’are correfpondant du cercle générateur ; 
ainfi les triangles Bp J, if, ECL , font femblablcs, 6c P J? 

W*J— 7') : BP ( VS— y'-) ::CL{dx):CE = 

_ dx x y-»* yv— ? __ d yj\Yî * l a q ue n e expreffion eft comme 
VjxV •*— / Vl 

ix 

— ; \l a étant conftantc ou donnée ; donc la cycloïde AC 6c 
yi ■ ■ 

DB cft la courbe par laquelle un corps defeend le plus vite. 

PROBLEME XVII. 

fil.sx. Il 6. Trouver la nature de la courbe DM , qui foit telle que 
le felide décrit par fa révolution autour de fon axe AP , 
mouvant dans un fluide ( tel que nous avons dit , art. 1 19 .) 
dans la direction de fon axe , trouvera moins de ré fl fiance, 
que toute autre ( uperfleie décrite par toute autre courbe 
qui fle termine dans les points donnés D cr M , & qui Je 
meut de la mime maniéré autour du même axe AP. 

F( . 8l ^ Upofcz les lignes droites MN , NO , des parties infini- 
^ ment petites de la courbe cherchée ; or les furfaccs dé- 
crites par ces lignes trouveront moins de réliftance que deux 
autres fupcrficics quelconques décrites par deux parties 
quelconques tirées des points O 6c M , à tout autre point 
qu’au point JV. Cela cft clair : car fupofant que cela ne fut 
point , il s’enfuivroit que le point JV ferait hors delà courbe 
cherchée. 

Cela pofe , des points M , JV ,0 , tirez MP , NJ^ t OH f 
perpendiculaires à l’axe , SC du point M , tirez MF , paral- 
lèle au même axe ; tirez aufïi par le point JV un autre paral- 
lèle indéfini ONT qui coupe la ligne OH dans le point G , 
maintenant la réfiftance de la petite fupcrficie par la ligne 
M N , eft à la rcfiftance du petit anneau décrit par F N , 
comme lcquarré du finus de l’angle d’incidence eft au quarré 
du rayon ; c’eft. à-dire , ( à caulc que l’angle FM N cft égal 
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à 1 a ngl e d i ncidence TNM ) fâifant MN le rayon comme 
F N a MN , & fi la réfiftance de 1 anneau décrie par F N , 
cft repr efen te par lui -meme ou plutôt par J&F —p 2 . JP F 
* FN-+FN moins ( qui cft la différent de f 

te £F )=z£F x FN-+F-N, cccre différence étant tou! 
jours comme celle de Vanne an. Mais à caufc que F N cft in- 
finiment moindre que £F-, FN, cft infiniment moindre 
que iOF x FF! ; & ainfi on peut le rejetter ; &c la réfi- 
itancc de l'anneau fera i£F x F N , ou <QF x FN , ou 

FM x F N ; doù en faifanc MN : N F \ : PM x FN 
Nf’ x PM 

— =r- , ce qui exprimera la réfiftance de la fuperficie 


décritepar MNi de même — fera cdlc de la fimer- 
■ os r 

ficic décrite par ON. 

De plus foir donnée de pofition les points 0 , M, & la ligne 
droite G T -, alors il faut chercher la pofition de MN NO 
qui foit telle, que la réfiftance de la fuperficie décrite par ces 
lignes , loit moindre que la réfiftance des autres fuperficies 
décrites par d’autres lignes quelconques On , nM. Pour la 
trouver Cott P N==a , FN^=b , <70=r ,N$=* -, ces lignes 
font toutes données & invariables , &: qu’on fupofe les quan- 
tités variables MN=x , & NO=z. 


Ak>rs la réfiftance de la fuperficie décrite par M N , fera 
= - comme il cft démontré ci-deffus ; de meme ~ fera la 
réfiftance de k fuperficie décritepar ON-, d’où il fuit que 


aVxtx 


te \ ■ » 

~+ » doit etie un minimum-, c’eft-à-dire, 

nitJt tt ' Jx “'J*- - - »i Ax 


ou 


_ ^ = 0 , d’on il fuit— — ^ 

Maintenant pour trouver une valeur affirmative de ~dx 
affeéicc de dz. , prenez le point n infiniment près de N & 
urez les lignes droites On Mn , aufqucllcs tirez IcspcrtJcn- 
diculaircs NS ,NR-, or puifquc Nn,&c par conféquent NS 
eft infiniment moindre que NM , donc MN = MR- arèf. 
angle MNR == l’angle MRN cft égal à un angle droit! D’où 
il fuit que 1 angle RNn = 1 angle FNM ; car chacun d’eux 
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étant ajouté à l’angle MNn , forme un angle droit. De me- 
me , puifquc les triangles NSn , nGO , font équianglcs , ayant 
chacun un angle droit OGn, NSn &c l’angle ONG , commun -, 
donc l’angle SNn = l’angle SOG = NOG , l’angle NOS , 
étant infiniment petit. Ainfi faifant Nn , le rayon on aura 
R» ( — dx ) : Sn (dz, ) :: le finus de l’angle FN M : au finus 
de l’angle GON , fupofant MN , le rayon ( c’eft - à - dire , 
faifant MF=m , &: NG=n , ôc prenant NL—MN , tirant 
LK , parallèle à OG ) comme MF {m): N G (n). Donc — dx 

= , cette valeur étant mife dans l'équation ci-dcffus , 

ab rrtdt. tc'dt. - x . al m tc ; n 

on aura ; — = — p , d ou on tire — - = — . 

Maintenant tirez AB (a) perpendiculaire à l’axe AP > & 
les lignes droites BC , BE , parallèles aux deux foutendan- 

t es infiniment petites MN , NO •, alors 4 AB x AC ( 4 a 1 x 
) : Bc ( ) : : BC ( y ) • MP ( a ) > & multipliant les 

extrêmes & les moyens , on aura ~ = — ou = — . 

9 X* 4 4 > 

" ■ * î 

de même 4 AB x AE : BE : : BE : N JK== — . 

Par confisquent la nature de la courbe DM eft telle que 
prenant AB dans la ligne AK perpendiculaire à l’axe —a , 
& tirant Bc parallèle aux tangentes de la courbe dans un 

— I 

point quelconque M , nous aurons toujours 4 AB x AC : 

RC :• BC : M P , qui eft l’ordonnée. 

Maintenant cette courbure peut être décrite par une cour- 
be logarithmique de cette manière. Prenez Ah,— a , dans la 
ligne AK -, &: aans la ligne AP prolongée vers le point A , 

f >renez AE— ^ | 44 , & par le point E , décrivez la courbe 
ogarithmique FEN à l’afymptotc AK , dont la foutangente 
= ï 4 s alors prenant AC ( qu’on fupofe —S ) à volonté , &: 

tirant CN parallèle à AK , faites AK— ^ — I h î s -f ~ , 

& AP= — — f — — “ a -+ CJV,fçavoi r moins lorfquc AC 

eft plus grand qup AE , &c plus , lorfqu’il eft moindre : tirez 
les lignes droites KM , PM , parallèles à AP , AK ; alors leur 
point d’interfedion M , eft dans la courbe DM cherchée. 

Car 
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Car fail'ant AP—x , PM—j , AC = S , la propriété, de 

la courbe donnera AK ou PM (j) — “ " ~ +t , Sc par 

confisquent a y = \ds-+ ~ . Orpuifquc Bc eft 

parallèle aux tangentes au point M par confcqucnt dx= 

— = — — — : 1 intégrale duquel cft AP (x) = 

— — f , moins l’intégrale de ^ , plus ou moins quel- 

ques quantités invariables. Supofant que cette quantité foit 

a , que nous avons louftrait , de forte que CN , qui par la 
nature de la courbe logarithmique FEN , cft l’intégrale de 

zt — - venant =o , AP (x) foie aufli =o , d’où dre. 


Lorfquc AC = AE , l’ordonnée PM , qui cft alors un 
minimum devient AD = f AE , & la tangente en D , fera 
parallèle à BE ; mais fi AC eft fupolc moindre que AE , la 
partie Du de la courbe fera convexe vers DM , diver- 
geant de plus en plus vers AB , AK. Par confcqucnt le foli- 
de qui trouvera la moindre réliftancc , peut être ou convexe 
ou concave , ou en partie convexe , Se en partie concave , & 
le point D eft un point de rebroujfement. 

Remarquez que la courbe logarithmique peut être facile- 
ment décrite de cette manière ; il fuflit de prendre CN~ à 
la mefurc du raportyf£ à AC , le module étant \A B (a). 


PROBLEME XVIII. 


117. Trouver l'angle ABC que forme le plan d'une aile 
de moulin à vent qui a la figure d’un parallélogramme 
rectangle , & dont la largeur donnée eft CB avec l’axe 
AB , tel qu’un vent fonflant dans la direction de fon axe 
le fajfe tourner avec plus de force que s’il étoit dans 
toute autre inclination par raport à cet axe. 

Ircz CD , perpendiculaire à l’axe , foie CB = a, DB Fig. * 4 . 

5i BC reprefente le nombre des particules d’air qui frapc 
contre l’aile lorfqu’il eft perpendiculaire à l’axe AB 5 a lo rs 
DC , fera le nombre des particules qui (râpent contre l’aîlc 
orfqu’il cft incliné vers l’axe dans l’angle DEC. 

X 


' t 
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Maintenant il fuit des principes de la méchaniquê, que la 
force de l’aile dans la dircélion DC , fera comme BD x DC 

x DC= BD x DC , c’cft-à-dirc , le vent donne fera tourner 
l’aile avec une force qui fera toujours comme BD x DC , 
qui doit par conféquent être un maximum ; mais BD x DC . 
=x x ~âa — xx— — x’ j d’où on tire a 'dx — 3 x 1 dx 

=0 , &c a 1 = 3X 1 } ainfi \ a 1 = x 1 , &: V \» l =x , & P ar 

confcquent comme CB : VK , ainfi le rayon eft au finus de 
l’angle C , dont le complément eft l’angle ABC cherche ; 
par conféqucnt l’angle C eft de 33°. 16 , & l’angle ABC , 

î4°-44'- 

S C H O L I E. 

Ce problème pour fa facilité auroit dû être mis devant 
pluficurs autres , furtout avant les deux derniers -, mais tous 
les autres croient imprimés avant que j’eufle penfé à celui-ci, 
ainfi plutôt que de le fuprimer , je le mets ici. 

M. Mariette dans fes Hydrotaftiques a tâché de le réfou- 
dre , mais fa conclufion eft faufle. M. Parent l’a fait com- 
me on le trouve dans 1 ' H ijloire de P Académie Royale des 
Sciences de Paris ; mais nous ne connoiflons pas fon procédé 
qui ne fc trouve ni dans l’Hiftoirc , ni dans les Mémoires, 

F I N. 


De l'Imprimerie de Claude Simon. 
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fautes a corriger. 


P Age i , ligne 1 1 , intégrales exprimées ; lifez intégrales 
des différentielles exprimées. 

P. 3 , /. 1 1 , les chiffres &c en ôtant : lifez des zéros &c en 
formant. 

P. il , /. 2.0, puiflancc z : lifez puiflancc de z. Ibid, ligne 
pénult. Ces produits après : lifez Ces produits ( qui ont' 
b , ) apres. 

P. n , /. 24 , a la féconde puiflance , lifez à toutes les puif- 
fanccs. ligne 13 , fi vous mettez : lifez fi vous avez. 

P. 1 8 , /. z , les intégrales : lifez l’intcgralc. 

P. 2.9 , l. 3 , x y'' e-+fz , lifez x \l e—bfz". 

P. 3 o , /. 1 z & fuiv. de Briggs ; de même que pour trouver 
la mcfurc des raifons & des rapports , on le fert d’une 
grande Table : lifez de Briggs qui fervent à trouver la 
mcfurc des rapports ou à l’aide de grande Table. 

P. 37 , /. 6 , continue : lifez continuée. 

P. 40 , /. 1 j , pour l’aire : lifez comme l’aire. 

P. 66 ,1.2.%, égalé à 1 élément : lifez cft égale à lclemcnt. 

P. 69,1. 1 , B MS£>ji lifez PMSQ 
P. -j 6 en marge , Fig. 3 1 : lifez Fig. 7. 

P. 8 1 , /. 14 , AI‘ : lifez aP. 

P. 103 en marge , Fig. 43 : lifez Fig. 44. 

P. 116 , l. 13 , AP F : liiez A PT. 

P. 117,/. 17 , & faifant : lifez en failànt. 

P. 1 19 , /. 14 ,au quotient de ladivifion de la fomme : lifez 
au quotient de la fomme. 

P. 137,/. 1 , fera la diftancc : lifez qui fera la diftance. ligne 
z 3 , AD lifez A a. 

P. 1 40 , /. 4 , &c de l’ordonnée : lifez & à l’ordonnée. 

P. 143 , /. 7 , ou il : lifez ou elle. 

P. 147 , 4 , FEV : lifez F DT. 

P. 1 3 3 , /. 1 , APr : lifez AGr. 
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